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彰化縣 112 年度國民中小學學生獨立研究作品徵選 

作品說明書 

 

三維到二維玩美數 

 

第一階段 研究訓練階段 

一、近二年學校獨立研究課程之規劃 

本校資優班在中、高年級的特需課程中設有「獨立研究」相關課程，

旨在培養學生以資訊技能作為擴展學習與溝通研究工具的習慣，提升

資料搜尋、處理、分析、展示與應用的能力；並進行基礎研究技能的

訓練，配合多元化課程規劃，擬定並執行、調整與修正研究計畫，培

養對專題研究發表的能力與經驗。 

二、學校如何提供該生獨立研究訓練 

本校獨立研究訓練相關課程規劃採循序漸進的模式： 

（一）探索及簡單的方法訓練經由討論、蒐集、報告、創作、欣賞、

評鑑等活動，涉獵各科領域。安排不同的主題課程，循序引導

學生學會資料蒐集、重點摘錄、應用、分析、歸納整理、發表，

並培養主題研究的興趣。 

（二）方法訓練透過主題研究的方式，練習各種研究方法，如：實驗、

調查、問卷及工具的認識與應用。 

（三）分組研究與創作熟練各種研究方法，以興趣出發，師生共同討

論決定研究主題，採小組分工合作方式，共同完成。 

（四）獨立研究與創作學生能自行擬定研究計畫，安排學習進度，適

時完成計畫及自我評鑑。 
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第二階段 獨立研究階段 

一、研究動機 

四年級時，我們下課時很常在教室後方玩「益智拼貼樂」，我們

每次都使用許多不同圖形，例如:正五邊形、正六邊形和正方形等等，

拼出許多不同的正多面體。五年級時，我們更把許多不同的正多邊形

組合起來，拼出其他的立體圖形。 

在拼這些立體圖形的過程中，我們想知道，這些立體圖形的名稱

分別叫什麼？由正五邊形拼出來的正多面體叫做正12面體、用8個正

三角形拼出來的叫正八面體……而其中最特別的就是--由正五邊形

和正六邊形一同拼出來的「巴克球」，因為是由兩種以上不同正多面

體拼湊而成，所以不能稱為正多面體。而且其實足球也是巴克球的一

種呦！當我們發現正五邊形和正六邊形可以拼湊成巴克球時，我們不

禁想，那麼正六邊形可以單獨拼湊成一個正多面體嗎？ 

正當我們發現正六邊形無法拼出一個正多面體，只能拼出一個周

角時，讓我們更加好奇，還有哪些正多邊形，或正多面體的展開圖，

可以跟正六邊形一樣，鑲嵌成另一個更大的圖形？這個問題，打開了

我們對正多面體和展開圖的研究之旅。 

 

 

二、 擬定正式計畫、研究問題及工作進度表  

（一) 擬定正式計畫、研究問題 

 1、認識並探討多面體的組成結構。 

   2、計算多面體的面數、頂點數及邊數，並進行規律探討。 

   3、探討正多面體的展開圖。 

   4、密舖正多邊形，成為美麗的鑲嵌圖案。 

   5、繪製有規律的直線，形成奇妙的曲線和立體感。 
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（二) 工作進度表 

 2-4月 5 月 6 月 9 月 10 月 11 月 

選擇主題 ˇ      

擬定問題  ˇ     

尋找資源   ˇ ˇ   

記錄研究發

現與結果 
   ˇ ˇ  

研究報告整

理與打字 
    ˇ ˇ 

評鑑與檢討      ˇ 

 

三、 彙整相關文獻  

（一）全國第46屆中小學科學展覽會作品說明書：柏拉圖的天空－正 

      多面體展開圖之研究   

（二）全國第51屆中小學科學展覽會作品說明書：滾動棋積—三角正 

      多面體與滾積木遊戲 

（三）全國第58屆中小學科學展覽會作品說明書：璀璨幾何~多面體 

      之規律探究 

（四）全國第59屆中小學科學展覽會作品說明書：大展鴻圖 
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四、資料分析 

【研習一】認識並探討多面體的組成結構 

（一）以同一類正多邊形為零件時，可以組成正多面體的成品 

     1、以正三角形為零件時，可以組成正多面體的成品 

零件名稱 零件個數 成品名稱 成品圖片 

正三角形 4 個 正四面體 
圖 1 

正三角形 8 個 正八面體 
圖 2 

正三角形 20 個 正二十面體 
圖 3 

表一 

2、以正方形為零件時，可以組成正多面體的成品 

零件名稱 零件個數 成品名稱 成品圖片 

正方形 6 個 正六面體 
圖 4 

表二 

3、以正五邊形為零件時，可以組成正多面體的成品 

零件名稱 零件個數 成品名稱 成品圖片 

正五邊形 12 個 正十二面體 
圖 5 

表三 

        4、以正六邊形為零件時，無法組成正多面體的成品,只能拼 

           成平面圖形，產生鑲嵌的圖案｡（如圖 6） 

 

圖 6 
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（二）以不同類正多邊形為零件時，可以組成正多面體的成品； 

      以正五邊形+正六邊形為零件時，可以組成多面體的成品 

零件名稱 零件個數 成品名稱 成品圖片 

正五邊形 12 個 巴克球、 

阿基米得 

多面體 圖 7 正六邊形 20 個 

                   表四 

【我們的發現】 

1、圖 1、圖 2、圖 3、圖 4、圖 5，為正多面體，每一個面都是由同

一類的正多邊形所組合成的。正四面體、正六面體、正八面體、

正十二面體、正二十面體，以上這 5 種正多面體，也稱作柏拉

圖多面體。 

2、在多面體的組裝過程中，要構成「立體角」，至少需要三面多邊形

（如圖 1），至多五面多邊形（如圖 3），用相同的正多邊形組成的

立體角有 5 種。（如下表）  

編號 立體角 立體角相交的面 
相交頂點處 

角度的總和 
結果 

1 

 

3 個正三角形 60°×3=180° 
小於 

360 度 

2 

 

4 個正三角形 60°×4=240° 
小於 

360 度 

3 

 

5 個正三角形 60°×5=360° 
小於 

360 度 

4 

 

3 個正方形 90°×3=270° 
小於 

360 度 

5 

 

3 個正五邊形 108°×3=324° 
小於 

360 度 

                           表五 
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3、在巴克球的組裝過程中，要構成「立體角」，需要三面多邊形    

巴克球 

立體角 立體角相交的面 
相交頂點處 

角度的總和 
結果 

 

1 個正五邊形 

+2 個正六邊形 
108°+120°+120°=348° 

小於 

360

度 

表六 

4、正三角形 4個，正三角形 8個，正三角形 20個，正方形 6個，正

五邊形 12個，都能組成正多面體，但同類的正六邊形無法組成多

面體，因為正六邊形的每一個內角為 120 度，3 個正六邊形的內

角和為 120°×3=360°，360 度為周角，無法形成立體角。 

 

【研習二】計算多面體的頂點數、邊數及面數，並進行規律探討 

 （一）計算多面體的頂點數、邊數及面數 

名稱 圖片 面數 F 頂點數 V 邊數 E 頂點數+面數 

正四面體 

 

4 4 6 8 

正六面體 

 

6 8 12 14 

正八面體 

 

8 6 12 14 

正十二面體 

 

12 20 30 32 

正二十面體 

 

20 12 30 32 

巴克球 

 

32 60 90 92 

表七 
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（二）統計多面體的面數、頂點數的和邊數，觀察 F、V、E的 

      數量關係   

名稱 面數 F 頂點數 V 邊數 E F、V、E的數量關係 

正四面體 4 4 6 4+4-6=2 

正六面體 6 8 12 6+8-12=2 

正八面體 8 6 12 8+6-12=2 

正十二面體 12 20 30 12+20-30=2 

正二十面體 20 12 30 20+12-30=2 

巴克球 32 60 90 32+60-90=2 

表八 

【我們的發現】 

1、上網查詢多面體頂點數、邊數及面數的數學代號， 

  多面體的頂點數( number of vertices)=V ， 

  邊數(number of edges)=E  

  面數(number of faces)=F 

2、將多面體的頂點數、邊數及面數點的數據整理後，發現多面體頂    

點數、邊數與面數之間，存在著以下的奇妙關係： 

   「頂點數 V + 面數 F -邊數 E= 2」，查詢相關資料後發現，這便

是著名的尤拉定理：   V－E + F = 2 

 

【研習三】探討正多面體的展開圖 

(一)正四體展開圖共有 2種   

（1） 

 
 

（2） 

 
 

                          圖 8 
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(二)正六面體的展開圖共有 11種，分成四大類 

1、 1-4-1 型:6 種 

（1） 

 

（2） 

 

（3） 

 
（4） 

 

（5） 

 

（6） 

 

圖 9 

2、  1-3-2 型:3 種 

（1） 

 

（2） 

 

（3） 

 

圖 10 

3、  3-3 型:1 種 

 

        圖 11 

4、  2-2-2 型:1 種    

 

        圖 12 
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(三)正八面體的展開圖共有 11種，分成四大類 

1、 1-6-1 型:6 種 

（1） 

 

（2） 

 

（3） 

 
（4） 

 

（5） 

 

（6） 

 

圖 13 

2、 1-5-2 型:3 種 

（1） 

 

（2） 

 

（3） 

 

圖 14 

3、 1-4-3 型:1 種 

 

       圖 15 

4、 4-4 型:1 種 

 

       圖 16 
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【我們的發現】 

1、正四體展開圖共有 2種(如圖 8)， 正六面體的展開圖共有 11種， 

  分成四大類， 1-4-1 型:6 種，1-3-2 型:3 種，3-3 型:1 種，2-2-2 

  型:1 種，(如圖 9～12) 

2、正八面體的展開圖共有 11種，分成四大類，1-6-1 型:6 種，1-5-2 

   型:3 種，1-4-3 型:1 種，4-4 型:1 種，(如圖 13～16） 

3、正二十面體的展開圖如下圖 

      

   

                 圖 17 

 

 

【研習四】美麗的鑲嵌，璀璨的幾何 

（一）以正六邊形為零件時，能拼成平面圖形,產生鑲嵌的圖案。 正

六邊形的每一個內角為 120 度，3個正六邊形的內角和為 

120°×3=360°，360 度為周角，能無限延伸形成美麗的鑲嵌圖

案。  

 

 

 

 
圖 18 
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（二）利用等分周角的方法，畫出正多邊形  

      畫正八邊形→圓心角：360°÷8=45°  

      八邊形的內角和：180°×(8－2)=1080° 

      每一個內角為  1080°÷8=135°        

 圖 19 

（三）正方形每一內角為 90度，正八邊形每一內角為 135 度， 

      135°×2+90°=360°，360 度為周角，2個正八邊形和 1個正方形 

      的組合能無限延伸形成美麗的鑲嵌圖案。 

 圖 21 

（四）周角 360 度等分 24 份，圓心角為 15 度，在圓上等分 24個點， 

      編號為 1－24，1號連接 13 號，形成一條直徑，2號連接 14 

      號，形成另一條直徑，依此規律畫出 12條直徑，相交於圓心。 

 圖 22 
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（五）如果把 1 號連接 6 號，形成一條直線（弦），2 號連接 7 號，       

形成另一條直線（弦），依此規律畫出 24 條直線（弦），在中

間的部分形成正多邊形的圖案。 

（1）1－6、2－7、3－8、4－9，以此類推，產生的第一組圖案。 

（2）1－8、2－9、3－10、4－11，以此類推，產生的第二組圖案。 

（3）1－11、2－12、3－13，以此類推，產生的第三組圖案。 

（1） 

 

圖 23 

（2） 

 

圖 24 

（3） 

 

圖 25 

（六）中年級時，老師教我們用線條畫出許多不可思議的圖形，這些

圖形看起來像曲線，而這些曲線都是由許多直線畫出來的，有

些看起來還有點立體感，非常奧妙。當我們看到這些圖案時，

覺得非常的有趣，每當有時間時，我就會拿起筆，開心地畫，

後來更是會把這些圖案結合起來或是進行改造，這就是我們的

玩美數學。 

圖 26 圖 27 
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【我們的發現】 

1、正多邊形的每一個內角加上圓心角總和為 180 度 

 內角和 一個內角 圓心角 內角+圓心角 

正五邊形 180°×(5-2)=540° 108° 72° 108°+72°=180° 

正六邊形 180°×(6-2)=720° 120° 60° 120°+60°=180° 

正八邊形 180°×(8-2)=1080° 135° 45° 135°+45°=180° 

正九邊形 180°×(9-2)=1260° 140° 40° 140°+40°=180° 

                      表九 

2、數個正多邊形的內角總和為 360 度時，即可形成鑲嵌圖案： 

   正三角形：60°×6=360° 

正方形：  90°×4=360° 

正六邊形：120°×3=360° 

正方形＋正八邊形＋正八邊形：90°＋135°＋135°＝360°。（圖21） 

3、在圓上繪製有規律的 24條弦，如圖 23～圖 25，當點與點的間隔 

   越大，也就表示弦的長度越長時，形成的正多邊形會越小，且越 

   趨近於圓形。 

4、利用規律直線的魔力繪製出圖 26 和圖 27，此圖案產生奇妙的曲

線和立體的視覺感。 
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五、 研究結果與討論 

（一）由研習一中我們得知，正多面體，每一個面都是由全等的正     

多邊形所組成的，（如圖 1～圖 5），正四面體、正六面體、正

八面體、正十二面體、正二十面體，以上這 5 種正多面體，

也稱作柏拉圖多面體。12 個正五邊形+20 個正六邊形，可

以組成多面體的成品（如圖 7），此多面體為阿基米得多面體

又稱為巴克球。 

柏拉圖多面體 阿基米得多面體 

20 個正三角形 12個正五邊形+20個正六邊形 

正二十面體 巴克球 

                      表十 

（二）由研習一中，我們得知在多面體的組裝過程中，要構成「立       

體角」，至少需要三面多邊形（如圖 1），至多五面多邊形（如

圖 3），相交頂點處角的總和必須小於 360 度。 

（三）觀察多面體的頂點數、邊數及面數點的數量關係，發現多面體 

      頂點數 V、面數 F與邊數 E之間，存在著以下的奇妙關係： 

     「頂點數 V ＋ 面數 F - 邊數 E = 2」，這便是著名的尤拉定理 

     V - E ＋ F = 2       

      

 

 

 

 

 

 

名稱 面數 F 頂點數 V 邊數 E F、V、E的數量關係 

正四面體 4 4 6 4+4-6=2 

正六面體 6 8 12 6+8-12=2 

正八面體 8 6 12 8+6-12=2 

正十二面體 12 20 30 12+20-30=2 

正二十面體 20 12 30 20+12-30=2 

巴克球 32 60 90 32+60-90=2 
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（四） 

  1、正四體展開圖共有 2種(如圖 8)， 正六面體的展開圖共有 11 

     種，分成四大類， 1-4-1 型:6 種，1-3-2 型:3 種，3-3 型:1 種， 

     2-2-2 型:1 種，(如圖 9～12) 

  2、正八面體的展開圖共有 11種，分成四大類，1-6-1 型:6 種， 

     1-5-2 型:3 種，1-4-3 型:1 種，4-4 型:1 種，(如圖 13～16） 

  3、正二十面體的展開圖如下圖 （圖 17） 

 

   

 

（五）正六邊形的每一個內角為 120 度，3個正六邊形的內角和為 

      120°×3=360°，360 度為周角，無法形成立體角，因此正六邊

形無法組成多面體，但能無限延伸形成美麗的鑲嵌圖案｡ 

      2 個正八邊形和 1 個正方形，其內角和為 135°×2+90°=360°，      

360 度為周角，此組合也能無限延伸形成美麗的鑲嵌圖案。 

 

正六邊形 2 個正八邊形和 1個正方形 
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（六）在圓上繪製有規律的 24條弦，如圖 23～圖 25，當連接的點與

點間隔越大，也就表示弦的長度越長時，形成的正多邊形會越

小，且越趨近於圓形。 

 

圖 23 

 

圖 24 

 

圖 25 

 

（七）用不同的顏色的線段，當成直徑和弦，將圖 22～圖 25 結合於

同一個圓之中，產生一個令人驚豔的圖案，且含有數學密碼的

藝術作品──玩美數學。   

圖 28 
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六、 評鑑與檢討：上述每一階段的省思與收穫 

（一）在拼正多面體立體形狀時，我們以班級上現有的多邊形拼片開

始著手，因此研究中只限於正三角形、正方形、正五邊形、正

六邊形，未來若有機會，也許可以嘗試其他不同種類的正多邊

形，享受實際動手做的成就感。 

（二）拍攝照片時，我們發現背景顏色應該要與主要拍攝作品相襯，

才能夠顯出作品的顏色以及立體感。因此研究後半段，我們除

了動手製作成品之外，也學習電腦繪圖技巧，將平面圖以及直

徑及弦繪畫成電子圖檔，不僅學習了電腦課沒有學過的軟體，

也在繪圖過程中沉浸在線條與數學的美感。 

（三）利用弦畫出藝術圖的時候，我們挑選了點與點間距 5、間距 7、

間距 10，如果可以的話，我們也想嘗試固定不同的間距來製作

不同的美麗圖形。除了固定間距外，我們也思考，這些圖形的

變化是否會因為點與點之間的間距夾角度數，而產生不同變化，

這些是未來值得探討的。 
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