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彰化縣 112 學年度國民中小學學生獨立研究作品徵選 

作品說明書（封面） 

 

作品編號：（由承辦單位編列） 

 

  □國小組 
        

  ■國中組 

  ■數學類 

   □自然、科技類 

  □人文社會類 

 

組別：  數  學 

 

 

作品名稱： Again！ Mathmagic ～ 拍案叫「絕對值」之 

幾何天堂覓雲形蹤 
 

 

 

 

◎封面切勿出現校名、作者、校長及指導者姓名，違者不予收件。 
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壹、 研究訓練階段 

        我非常喜歡帶領學生進行「獨立研究」！因為「獨立研

究」最重要的功能，就是能夠激發學生的好奇心，進而投入科學研

究，並開發潛能的活動。然而，凡事起頭難，獨立研究最難的就是

「主題」的尋找，此時即可訓練孩子觀察日常生活中一些有趣的現

象，從中找尋有興趣的題材來研究。最精彩的部份，就是研究的過

程！過程比結果更重要，因為從中可以培養研究態度與思考力，做

中學進而學以致用，且可以增進師生互動。  

一、近二年學校獨立研究課程之規畫 

Ⅰ、教學目標 

(1)培養學生主動學習、主動探索知識的態度。(2)培養學生蒐集資

料、組織知識的能力。(3)培養學生自主學習的能力。(4)培養學生

研究、撰寫研究報告及發表研究成果的能力。 

Ⅱ、教學理念 

(1)讓學生了解他們才是學習的主角，學習態度一定要積極認真、自

動自發。(2)重視學習歷程，從學習歷程中得到啟發與省思。(3)尊

重個別差異，提供多元選擇、多元學習的機會。 

Ⅲ、實施方式 

(1)時間規畫 (2)課程規畫 (3)授課方式 

學年 學期 課程安排 授課節數 學生數 
 本校提供的獨立研究

訓練分為「訓練」及

「研究」兩個階段。111

學年上學期為訓練階

段，教導學生獨立研究

必備的基本技能與態

度。111學下學期為研究

階段，讓學生挑選主題

進行研究，並製作簡

報，練習口頭發表 

訓練階段的進行方式，

主要是教師邊講解，學

生邊進行實際演練。在

研究階段，則讓學生以

個人或小組為單位，針

對感興趣的主題進行深

度探討，教師扮演輔助

者的角色，留意學生的

學習狀況，適時給予建

議。 

111 一 抽離 每週兩節 2 

111 二 抽離 每週兩節 2 
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二、學校如何提供該生獨立研究訓練 

 

教學階段 授課單元 授課內容摘要 

訓練階段 

(111.9.1~112.1.16) 

獨立研究的意義 
1.獨立研究的意義。 

2.研究者須具備的能力與態度。 

研究法簡介 
認識並判別實驗研究、歷史研

究、敘述研究等三種研究法。 

資料蒐集與篩選 

1.認識圖書編目。 

2.網路資源及工具書的使用。 

3.參考資料的選擇、歸類與統

整。 

研究階段 

(112.3.01~112.11.28) 

找尋研究主題 

找尋 3~5個感興趣的主題，分析

其可行性，最後從中選擇一個較

合適的主題進行研究。 

研究報告撰寫 

1.研究動機與目的。 

2.文獻探討。 

3.研究方法。 

4.研究結果分析與歸納。 

5.提出結論與建議。 

6.修改作品說明書。 

研究成果發表 
1.研究報告簡報製作。 

2.口頭發表練習。 
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貳、獨立研究階段 
一、研究動機 

日前於機緣下，閱讀了學長姐「獨立研究」得獎作品之後，發

現 

➢ 𝑓(𝑥) = |𝑥 − 1| + 2|𝑥 − 2| + 3|𝑥 − 3|⋯+ 𝑛|𝑥 − 𝑛| 發生極

值「水平」之 𝒏 值非常少！ 

➢ 𝑓(𝑥) = A|𝑥 − 𝑎| + B|𝑥 − 𝑏| + C|𝑥 − 𝑐| + ⋯+ K|𝑥 − 𝑘|之幾

何結構，尚需要探討與研究… 

 

這便引起了我們極大的好奇心，思考著… 

 

𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟏| − 𝟐|𝒙 − 𝟐| + 𝟑|𝒙 − 𝟑| − 𝟒|𝒙 − 𝟒| +⋯+ (−𝟏)𝒏+𝟏 ∙  𝒏 ∙ |𝒙 − 𝒏| 

 

1. 𝒇(𝒙) 幾何圖形中發生「水平」之 𝒏 值為何？也很少嗎？ 

2. 𝒇(𝒙) 的完整幾何結構為何？如何分析之… 

3. 𝒇(𝒙) 有哪些特殊的幾何性質、幾何特徵？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第一個提問 → 便馬上發生了「認知衝突」! 

◆ 研究中，我們發現 𝒇(𝒙) 之幾何圖形中發生「水平」之 𝒏 值很多！ 

𝒏 值似乎有規則性… 
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於是，由於此「認知衝突」的驅駛下… 

 

這也就引起了我們高度的好奇心及興趣！ 

 

本研究，我們更想進一步探討： 

 

𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟏| − 𝟐|𝒙 − 𝟐| + 𝟑|𝒙 − 𝟑| − 𝟒|𝒙 − 𝟒| +⋯+ (−𝟏)𝒏+𝟏 ∙  𝒏 ∙ |𝒙 − 𝒏| 

 

➢ 𝒇(𝒙) 到底在什麼條件下，其幾何圖形才會有「水平」幾何

特微？ 

➢ 𝒇(𝒙) 之幾何全貌為何？ 

➢ 如何解析 𝒇(𝒙) 之幾何特徵？ 

➢ 如何論證幾何性質嗎？可以一般化嗎？ 

 

國中階段「絕對值」之概念，是「某數到原點的距離」。 

 

本研究中，我們將從「代數」與「幾何」這兩方面來探討，並

應用 GEOGEBR軟體進一步探討 𝒇(𝒙) 幾何圖形之幾何特性、幾何特徵！。 

 

我們最想問的是… 

 

𝒇(𝒙) 之幾何全貌為何？ 

 

分析  𝒇(𝒙) 之幾何特徵時，可以從哪些角度切入開始分析之？

研究方法為何？ 

 

其中的「規則」又是什麼呢？ 或者，其實是沒有規則的？ 

 

這些種種的疑問，引起我們極大的興趣！當投入研究後，發現

很多有趣的地方，很值得研究與探討，我們不只是想要它的答案，

而是想要了解答案的背後的全貌及奧秘。 
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二、擬定正式計畫、研究問題及工作進度表 

A.擬定正式計畫： 

 

B.研究問題： 

1. 當 𝒏 =？時 ⟹ 𝒇(𝒙) 也會有「水平」的幾何特徵？ 

2. 當 𝒙 =？時 ⟹ 𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵？ 

3. 如何論證，𝒇(𝒙) 沒有「水平」的幾何特徵？ 

4. 𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵之 𝒏 值，可以一般化嗎？ 

5. 𝒇(𝒙) 之幾何圖形中，有哪些特殊的幾何特徵？ 

6. 𝒇(𝒙) 之幾何圖形中,特殊的幾何特徵(滑梯、水平、鋸齒)之數

量為何？可以一般化嗎？ 
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7. 𝒇(𝒙) 於特殊的幾何特徵(滑梯、水平、鋸齒)之各頂點，會分別

都落在兩條特殊的直線上面嗎？ 

8. 求出 𝒇(𝒙) 之幾何結構中，發現之三條特殊的直線方程式的一

般化？及頂點之一般化？ 

9. 𝒇(𝒙) 之幾何圖形中，兩直線上各頂點依序之三角形面積有規律

嗎？ 

10. 探討 𝒏 值為連續奇數之各 𝒇(𝒙) 幾何圖形「交點」之幾何性質

為何？ 

11. 探討 {  
𝒇(𝒙) =

|𝒙−𝒏|

|𝒙−(𝒏+𝟏)|
 與 𝒇(𝒙) =

|𝒙＋𝒏|

|𝒙＋(𝒏+𝟏)|
 之 對稱性。

𝒇(𝒙) =
|𝒙−(𝒏+𝟏)|

|𝒙−𝒏|
 與 𝒇(𝒙) =

|𝒙＋(𝒏+𝟏)|

|𝒙＋𝒏|
 之 對稱性。

 

C.擬定工作進度表： 

1 1 1 － 1 1 2年 
9-10

月 
11-12

月 
1-2

月 
3月 4月 5月 6月 7月 8月 9月 

獨立研究認識與態度           

研究法介紹           

資料搜集與篩選           

討論研究題目                     

確定研究題目                     

搜尋相關資料                     

發現規律                     

以幾何法研究問題                     

以代數法分析論證性質   
 

                

論證與推廣                     

紀錄及分析討論結論                     

撰寫「作品說明書」                     

檢討及修正「作品說明書」                     
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三、 彙整相關文獻與名詞解釋   

(一)絕對值： 

數線上一數的絕對值等於此數與原點的距離。絕對值可以用來

表達數線上的兩點距離。 

 

(二) 幾何特徵： 

𝒇(𝒙) = |𝑥 − 1| − 2|𝑥 − 2| + 3|𝑥 − 3| − 4|𝑥 − 4| + ⋯+ (−1)𝑛+1 ∙  𝑛 ∙ |𝑥 − 𝑛| 

有下列各幾何特徵： 

➢ 「滑梯、水平、鋸齒」 

➢ 「第一條直線、第二條直線」 

將於「資料分析」中，逐一定義之。 

四、資料分析 

◆ 研究 1：當 𝒏 =？ ⟹ 𝒇(𝒙) 也會有「水平」的幾何特徵？ 

Sol： 

 根據之前的獨立研究作品中，所得到的結論如下： 

𝒇(𝒙) = |𝑥 − 1| + 2|𝑥 − 2| + 3|𝑥 − 3| + ⋯+ 𝑛|𝑥 − 𝑛| 中， 

𝒏 = {𝟑、𝟐𝟎、𝟏𝟏𝟗、𝟔𝟗𝟔、𝟒𝟎𝟓𝟗、𝟐𝟑𝟔𝟔𝟎、𝟏𝟑𝟕𝟗𝟎𝟑、𝟖𝟎𝟑𝟕𝟔𝟎⋯} 

⟹ 𝒇(𝒙) 才有水平之幾何特徵！ 

 

➢ 本研究之 

當 𝒏 =？時， 𝒇(𝒙) 也會有「水平」的幾何特徵？ 

 

☯    猜測１： 

𝒇(𝒙) 有「水平」幾何特徵之 𝒏 值，有規則嗎？也是少數嗎？ 
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研
究
方
法
。 

➢ 幾何圖形分析：GGB軟體程式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

➢ 代數分析：研究方法利用 Excel程式。 

 

 

 

 

 

 

 

n = 51 
 
有水平 ! 
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★  認知衝突１ ★ 

★ 推論１： 

𝒇(𝒙) = |𝑥 − 1| − 2|𝑥 − 2| + 3|𝑥 − 3| − 4|𝑥 − 4| + ⋯+ (−1)𝑛+1 ∙  𝑛 ∙ |𝑥 − 𝑛| 

⟹  𝒇(𝒙) 有「水平」幾何特徵之  𝑛  值，  

例如： 𝒏 = 𝟒𝟑、𝟒𝟒、𝟓𝟏⋯等等 ⟹  有很多！ 

( 認知衝突！) 

◆ 研究２：當 𝒙 =？時 ⟹ 𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵？ 

Sol： 

𝒇(𝒙) = |𝑥 − 1| − 2|𝑥 − 2| + 3|𝑥 − 3| − 4|𝑥 − 4| + ⋯+ (−1)𝑛+1 ∙  𝑛 ∙ |𝑥 − 𝑛| 

▲ 觀察１： 

✓ 𝑛 = 43 ⟹ 𝑥 = 21、22 ( 中位數 ) 有「水平」幾何特徵！ 

✓ 𝑛 = 48 ⟹ 𝑥 = 24、25 ( 中位數 ) 有「水平」幾何特徵！ 

✓ 𝑛 = 51 ⟹ 𝑥 = 25、26 ( 中位數 ) 有「水平」幾何特徵！ 

☯   猜測２： 

當 𝑥 =  𝑛 之「中位數」時，𝒇(𝒙) 有「水平」幾何特徵！ 

 

★ 「研究方法」  ★ 

➢ 代數分析：思考規律，以快速計算  𝒚𝒌 = 𝒇(𝒌) 之值。 

 

   y 值  
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Sol：論證  𝑛 = 𝟐𝒌⟹ 𝑥 =中位數 時 

⟹計算 𝒚 值以討論 𝒇(𝒙) 是否有「水平」幾何特徵。   

  

 

 

 

 

 

 

 

𝑦1 = 𝑓(3) = 6 × (−1 + 2 − 3) = −12 

𝑦2 = 𝑓(4) = 8 × (1 − 2) + 3 = −5 

𝑦1 = 𝑓(5) = 10 × (−1 + 2 − 3 + 4 − 5) = −30 

𝑦2 = 𝑓(6) = 12 × (1 − 2 + 3 − 4) + 5 = −19 

𝐧 = 𝟔 ⟹ 𝒙 = 𝟑 , 𝟒 ⟹ 𝒚𝟏 ≠ 𝒚𝟐 (非水平) 𝐧 = 𝟏𝟎 ⟹ 𝒙 = 𝟓 , 𝟔 ⟹ 𝒚𝟏 ≠ 𝒚𝟐 (非水平) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦1 = 𝑓(4) = 8 × (1 − 2 + 3 − 4) = −16 

𝑦2 = 𝑓(5) = 10 × (−1 + 2 − 3) + 4 = −16 

𝑦1 = 𝑓(6) = 12 × (1 − 2 + 3 − 4 + 5 − 6) = −36 

𝑦2 = 𝑓(7) = 14 × (−1 + 2 − 3 + 4 − 5) + 6 = −36 

𝐧 = 𝟖 ⟹ 𝒙 = 𝟒 , 𝟓 ⟹ 𝒚𝟏 = 𝒚𝟐  ( 水 平 ) 𝐧 = 𝟏𝟐 ⟹ 𝒙 = 𝟔 , 𝟕 ⟹ 𝒚𝟏 = 𝒚𝟐  ( 水 平 ) 
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★ 推論２： 

  

 

 

 

 

 

 

➢ 𝑦1 = 𝑓(2𝑢 − 1) = 𝒏 × (−1 + 2 − 3 + 4 +⋯− (2𝑢 − 1)) 

              = (𝟒𝒖 − 𝟐) ∙ [(𝑢 − 1) − (2𝑢 − 1)] = (𝟒𝒖 − 𝟐) ∙ (−𝑢)

= −4 𝑢2 + 2𝑢 

➢ 𝑦2 = 𝑓(2𝑢) 

        = (𝒏 + 𝟐) × [1 − 2 + 3 − 4 +⋯+ (2𝑢 − 2)] + (2𝑢 − 1) 

                 = (𝟒𝒖) ∙ [−(𝑢 − 1)] + (2𝑢 − 1) 

                 = −4 𝑢2 + 6𝑢 − 1 

➢ 𝑦1 = 𝑓(2𝑢) = 𝒏 × (1 − 2 + 3 − 4 +⋯+ (2𝑢 − 1) − 2𝑢) 

              = 𝟒𝒖 ∙ (−𝑢) = −4 𝑢2 

➢ 𝑦2 = 𝑓(2𝑢 + 1) 

              = (𝒏 + 𝟐) × [−1 + 2 − 3 + 4 +⋯− (2𝑢 − 1)] + 2𝑢 

                 = (𝟒𝒖 + 𝟐) ∙ (𝑢 − 1 − (2𝑢 − 1)) + 2𝑢 

                 = (𝟒𝒖 + 𝟐) ∙ (−𝑢) + 2𝑢 = −4 𝑢2 

𝐧 = 𝟐𝐤 = 𝟒𝐮 − 𝟐 

⟹ 𝒙 = 𝟐𝒖 − 𝟏 , 𝟐𝒖 ⟹ 𝒚𝟏 ≠ 𝒚𝟐  ( 非水平！) 

𝐧 = 𝟐𝐤 = 𝟒𝐮 

⟹ 𝒙 = 𝟐𝒖 , 𝟐𝒖 + 𝟏 ⟹ 𝒚𝟏 = 𝒚𝟐  ( 水 平！) 

 

◆ 研究３：如何論證，𝒇(𝒙) 沒有「水平」的幾何特徵？ 

 

☼☼  創意想法  ☼☼ 

 欲論證 𝒇(𝒙) 沒有「水平」的幾何特徵⟹ 𝒚𝒌 = 𝒇(𝒌) 計算量龐大！ 

 

 點子： 

欲論證 𝒇(𝒙) 沒有「水平」的幾何特徵！ 

⟹只需論證 𝒚𝟐 ≠ 𝒚𝟏⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 ≠ 𝟎 

⟹  𝒇(𝒙) 沒有「水平」的幾何特徵 !  
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◆ 研究４：𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵之 𝒏 值，可以一般化嗎？ 

▲ 觀察２： 

➢ 代數分析：運用 GGB 軟體及 Excel 計算各 𝒏 值並觀察之。 

 

 

 

 

 

○：水平。       ㄨ：無水平。 

☯   猜測3： 

𝒇(𝒙) 有「水平」幾何特徵之  𝑛  值 

  ⟹  似乎與「4的倍數」有關。

1.  n = (𝟒𝒖 + 𝟏) ⟹ 𝑓(𝑥) 沒有「水平」的幾何特徵 ! 

2.  n = (𝟒𝒖 + 𝟐) ⟹ 𝑓(𝑥) 沒有「水平」的幾何特徵 !  

3.  n = (𝟒𝒖 + 𝟑) 

⟹ (𝟐𝒖 + 𝟏) ≤ 𝒙 ≤ (𝟐𝒖 + 𝟐)時，𝑓(𝑥) 有「水平」的幾何特徵 !  

4.  n = (𝟒𝒖 + 𝟒) 

⟹ (𝟐𝒖 + 𝟐) ≤ 𝒙 ≤ (𝟐𝒖 + 𝟑)時，𝑓(𝑥) 有「水平」的幾何特徵！ 

創
意
想
法
！ 
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➢ 代數分析：研究方法！ 

 

①   𝑛 = 4𝑢 + 1 ⟹ 論證 𝒇(𝒙) 無「水平」幾何特徵！ 

 

 

 

 

 
 

𝑦2 = 1 ∙ (2𝑘) − 2 ∙ (2𝑘 − 1) + 3 ∙ (2𝑘 − 2) − 4 ∙ (2𝑘 − 3) +⋯− 2𝑘 ∙ 1 + (2𝑘 + 1) ∙ 0 − (2𝑘 + 2) ∙ 1 + (2𝑘 + 3) ∙ 2 − (2𝑘 + 4) ∙ 3 +⋯− (4𝑢) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 − 1) + (4𝑢 + 1) ∙ (4𝑢 − 2𝑘) 
 

𝑦1 = 1 ∙ (2𝑘 − 1) − 2 ∙ (2𝑘 − 2) + 3 ∙ (2𝑘 − 3) − 4 ∙ (2𝑘 − 4) + ⋯− 2𝑘 ∙ 0 + (2𝑘 + 1) ∙ 1 − (2𝑘 + 2) ∙ 2 + (2𝑘 + 3) ∙ 3 − (2𝑘 + 4) ∙ 4 + ⋯− (4𝑢) ∙ (4𝑢 − 2𝑘) + (4𝑢 + 1) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 1) 

 

⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = (𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯− 𝟐𝒌) + [−(𝟐𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟐) − (𝟐𝒌 + 𝟑) +⋯+ (𝟒𝒖) − (𝟒𝒖 + 𝟏)] 
 

=
𝟐𝒌

𝟐
∙ (−𝟏) +

𝟒𝒖 − 𝟐𝒌

𝟐
∙ 𝟏 − (𝟒𝒖 + 𝟏) = −𝒌 + (𝟐𝒖 − 𝒌) − (𝟒𝒖 + 𝟏) = −𝟐𝒖 − 𝟐𝒌 − 𝟏 = 𝟐 ∙ (−𝒖 − 𝒌) − 𝟏 =偶數−奇數 ≠ 𝟎 ⟹無水平！ 

 

 

𝑦3 = 1 ∙ (2𝑘 + 1) − 2 ∙ (2𝑘) + 3 ∙ (2𝑘 − 1) − 4 ∙ (2𝑘 − 2) + ⋯− 2𝑘 ∙ 2 + (2𝑘 + 1) ∙ 1 − (2𝑘 + 2) ∙ 0 + (2𝑘 + 3) ∙ 1 − (2𝑘 + 4) ∙ 2 + ⋯− (4𝑢) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 − 2) + (4𝑢 + 1) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 − 1) 

 

𝑦2 = 1 ∙ (2𝑘) − 2 ∙ (2𝑘 − 1) + 3 ∙ (2𝑘 − 2) − 4 ∙ (2𝑘 − 3) +⋯− 2𝑘 ∙ 1 + (2𝑘 + 1) ∙ 0 − (2𝑘 + 2) ∙ 1 + (2𝑘 + 3) ∙ 2 − (2𝑘 + 4) ∙ 3 +⋯− (4𝑢) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 − 1) + (4𝑢 + 1) ∙ (4𝑢 − 2𝑘) 
 

⟹ 𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 = (𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯− 𝟐𝒌) + (𝟐𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟐) + [−(𝟐𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟐) − (𝟐𝒌 + 𝟑) +⋯+ (𝟒𝒖) − (𝟒𝒖 + 𝟏)] 
 

=
𝟐𝒌

𝟐
∙ (−𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟐) +

𝟒𝒖 − 𝟐𝒌 − 𝟐

𝟐
∙ 𝟏 − (𝟒𝒖 + 𝟏) = −𝒌 + (𝟐𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟐) + (𝟐𝒖 − 𝒌 − 𝟏) − (𝟒𝒖 + 𝟏) 

= −𝟐𝒖 + 𝟐𝒌 + 𝟏 = 𝟐 ∙ (−𝒖 + 𝒌) + 𝟏 =偶數+奇數 ≠ 𝟎 ⟹無水平！ 
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➢ 代數分析：研究方法！ 

 

②   𝑛 = 4𝑢 + 2 ⟹ 論證 𝒇(𝒙) 無「水平」幾何特徵！ 

 

 

 

 

 

𝑦2 = 1 ∙ (2𝑘 − 1) − 2 ∙ (2𝑘 − 2) + 3 ∙ (2𝑘 − 3) − 4 ∙ (2𝑘 − 4) + ⋯+ (2𝑘 − 1) ∙ 1 − (2𝑘) ∙ 0 + (2𝑘 + 1) ∙ 1 − (2𝑘 + 2) ∙ 2 + (2𝑘 + 3) ∙ 3 + ⋯+ (4𝑢 + 1) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 1) − (4𝑢 + 2) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 2) 

 

𝑦1 = 1 ∙ (2𝑘 − 2) − 2 ∙ (2𝑘 − 3) + 3 ∙ (2𝑘 − 4) − 4 ∙ (2𝑘 − 5) +⋯+ (2𝑘 − 1) ∙ 0 − (2𝑘) ∙ 1 + (2𝑘 + 1) ∙ 2 − (2𝑘 + 2) ∙ 3 + (2𝑘 + 3) ∙ 4 + ⋯+ (4𝑢 + 1) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 2) − (4𝑢 + 2) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 3) 

 

⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = [𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯+ (𝟐𝒌 − 𝟏)] + [(𝟐𝒌) − (𝟐𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟐) − (𝟐𝒌 + 𝟑) +⋯− (𝟒𝒖 + 𝟏) + (𝟒𝒖 + 𝟐)] 

 

=
𝟐𝒌 − 𝟐

𝟐
∙ (−𝟏) + (𝟐𝒌 − 𝟏) + (𝟐𝒌) +

𝟒𝒖 − 𝟐𝒌 + 𝟐

𝟐
∙ 𝟏 = (−𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 − 𝟏) + (𝟐𝒌) + (𝟐𝒖 − 𝒌 + 𝟏) = 𝟐𝒖 + 𝟐𝒌 + 𝟏 = 𝟐 ∙ (𝒖 + 𝒌) + 𝟏 =偶數+奇數 ≠ 𝟎 ⟹無水平！ 

 

𝑦3 = 1 ∙ (2𝑘) − 2 ∙ (2𝑘 − 1) + 3 ∙ (2𝑘 − 2) − 4 ∙ (2𝑘 − 3) + ⋯+ (2𝑘 − 1) ∙ 2 − (2𝑘) ∙ 1 + (2𝑘 + 1) ∙ 0 − (2𝑘 + 2) ∙ 1 + (2𝑘 + 3) ∙ 2 + ⋯+ (4𝑢 + 1) ∙ (4𝑢 − 2𝑘) − (4𝑢 + 2) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 1) 

 

𝑦2 = 1 ∙ (2𝑘 − 1) − 2 ∙ (2𝑘 − 2) + 3 ∙ (2𝑘 − 3) − 4 ∙ (2𝑘 − 4) + ⋯+ (2𝑘 − 1) ∙ 1 − (2𝑘) ∙ 0 + (2𝑘 + 1) ∙ 1 − (2𝑘 + 2) ∙ 2 + (2𝑘 + 3) ∙ 3 + ⋯+ (4𝑢 + 1) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 1) − (4𝑢 + 2) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 2) 

 

⟹ 𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 = (𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯− 𝟐𝒌) + [−(𝟐𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟐) − (𝟐𝒌 + 𝟑) +⋯− (𝟒𝒖 + 𝟏) + (𝟒𝒖 + 𝟐)] 

 

=
𝟐𝒌

𝟐
∙ (−𝟏) +

𝟒𝒖 − 𝟐𝒌 + 𝟐

𝟐
∙ 𝟏 = −𝒌 + (𝟐𝒖 − 𝒌 + 𝟏) = 𝟐𝒖 − 𝟐𝒌 + 𝟏 = 𝟐 ∙ (𝒖 − 𝒌) + 𝟏 =偶數+奇數 ≠ 𝟎 ⟹無水平！ 
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○3  

 

○4  

 

 

➢ 代數分析：研究方法！ 

 

③   𝑛 = 4𝑢 + 3 ⟹ 論證  𝒇(𝒙) 於  (𝟐𝒖 + 𝟏) ≤ 𝒙 ( 中位數 ) ≤ (𝟐𝒖 + 𝟐) 時，𝑓(𝑥) 有「水平」的幾何特徵！ 

④   𝑛 = 4𝑢 + 4 ⟹ 論證  𝒇(𝒙) 於  (𝟐𝒖 + 𝟐) ≤ 𝒙 ( 中位數 ) ≤ (𝟐𝒖 + 𝟑) 時，𝑓(𝑥) 有「水平」的幾何特徵！ 

 

 

𝑦2 = 1 ∙ (2𝑘 + 1) − 2 ∙ (2𝑘) + 3 ∙ (2𝑘 − 1) − 4 ∙ (2𝑘 − 2) +⋯+ (2𝑘 + 1) ∙ 1 − (2𝑘 + 2) ∙ 0 + (2𝑘 + 3) ∙ 1 − (2𝑘 + 4) ∙ 2 +⋯− (4𝑢 + 2) ∙ (4𝑢 − 2𝑘) + (4𝑢 + 3) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 1) 

 

𝑦1 = 1 ∙ (2𝑘)− 2 ∙ (2𝑘 − 1)+ 3 ∙ (2𝑘 − 2)− 4 ∙ (2𝑘 − 3)+⋯+ (2𝑘 + 1) ∙ 0 − (2𝑘 + 2) ∙ 1 + (2𝑘 + 3) ∙ 2 − (2𝑘 + 4) ∙ 3 +⋯− (4𝑢 + 2) ∙ (4𝑢 − 2𝑘+ 1)+ (4𝑢 + 3) ∙ (4𝑢 − 2𝑘+ 2) 

 

⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = [𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯+ (𝟐𝒌 + 𝟏)] + [(𝟐𝒌 + 𝟐) − (𝟐𝒌 + 𝟑) +⋯+ (𝟒𝒖 + 𝟐) − (𝟒𝒖 + 𝟑)] 

 

=
𝟐𝒌

𝟐
∙ (−𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟐) +

𝟒𝒖 − 𝟐𝒌

𝟐
∙ 𝟏 − (𝟒𝒖 + 𝟑) = −𝒌 + (𝟐𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒌 + 𝟐) + (𝟐𝒖 − 𝒌) − (𝟒𝒖 + 𝟑) = −𝟐𝒖 + 𝟐𝒌 

Then  𝒏 = 𝟒𝒖 + 𝟑 ⟹   當 「 𝒌 = 𝒖 」 ⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵 ! 
  

𝑦2 = 1 ∙ (2𝑘 + 2) − 2 ∙ (2𝑘 + 1) + 3 ∙ (2𝑘) − 4 ∙ (2𝑘 − 1) +⋯− (2𝑘 + 2) ∙ 1 + (2𝑘 + 3) ∙ 0 − (2𝑘 + 4) ∙ 1 + ⋯+ (4𝑢 + 3) ∙ (4𝑢 − 2𝑘) − (4𝑢 + 4) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 1) 
 

𝑦1 = 1 ∙ (2𝑘 + 1) − 2 ∙ (2𝑘) + 3 ∙ (2𝑘 − 1) − 4 ∙ (2𝑘 − 2) +⋯− (2𝑘 + 2) ∙ 0 + (2𝑘 + 3) ∙ 1 − (2𝑘 + 4) ∙ 2 + ⋯+ (4𝑢 + 3) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 1) − (4𝑢 + 4) ∙ (4𝑢 − 2𝑘 + 2) 

 

⟹ 𝒚𝟑 − 𝒚𝟐 = [𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯− (𝟐𝒌 + 𝟐)] + [−(𝟐𝒌 + 𝟑) + (𝟐𝒌 + 𝟒) +⋯− (𝟒𝒖 + 𝟑) + (4𝑢 + 4)] 

 

=
𝟐𝒌 + 𝟐

𝟐
∙ (−𝟏) +

𝟒𝒖 − 𝟐𝒌 + 𝟐

𝟐
∙ 𝟏 = −(𝒌 + 𝟏) + (𝟐𝒖 − 𝒌 + 𝟏) = 𝟐𝒖 − 𝟐𝒌 

Then  𝒏 = 𝟒𝒖 + 𝟒 ⟹   當  「 𝒌 = 𝒖 」⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵 ! 
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★定義１： 

𝒇(𝒙) = |𝑥 − 1| − 2|𝑥 − 2| + 3|𝑥 − 3| − 4|𝑥 − 4| + ⋯+ (−1)𝑛+1 ∙  𝑛 ∙ |𝑥 − 𝑛| 

1.  若 𝒙𝟐 = 𝒊 + 𝟏、𝒙𝟏 = 𝒊 ⟹ 𝒇(𝒙𝟐) − 𝒇(𝒙𝟏) = 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = 𝟎 , ∀𝒌 ∈ ℕ  

⟹  𝑓(𝑥) 有「水平」的幾何特徵！ 

2.  若 𝒙𝟐 = 𝒊 + 𝟏、𝒙𝟏 = 𝒊 ⟹ 𝒇(𝒙𝟐) − 𝒇(𝒙𝟏) = 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 ≠ 𝟎 , ∀𝒌 ∈ ℕ   

⟹  𝑓(𝑥) 沒有「水平」的幾何特徵！ 

★ 推論３： 

1.  n = (𝟒𝒖 + 𝟏) ⟹ 𝑓(𝑥) 沒有「水平」的幾何特徵 ! 

2.  n = (𝟒𝒖 + 𝟐) ⟹ 𝑓(𝑥) 沒有「水平」的幾何特徵 !  

3.  n = (𝟒𝒖 + 𝟑) ⟹ (𝟐𝒖 + 𝟏) ≤ 𝒙 ≤ (𝟐𝒖 + 𝟐)時，𝑓(𝑥) 有「水平」的幾何特

徵 !  

4.  n = (𝟒𝒖 + 𝟒) ⟹ (𝟐𝒖 + 𝟐) ≤ 𝒙 ≤ (𝟐𝒖 + 𝟑)時，𝑓(𝑥) 有「水平」的幾何特

徵 !  

◆ 研究 ５： 𝒇(𝒙) 之幾何圖形中，有哪些特殊的幾何特徵？ 

Sol： (一) 全貌幾何圖形 
 

𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟏| − 𝟐|𝒙 − 𝟐| + 𝟑|𝒙 − 𝟑| +⋯+ 𝟏𝟗 ∙ |𝒙 − 𝟏𝟗| − 𝟐𝟎 ∙ |𝒙 − 𝟐𝟎| 𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟏| − 𝟐|𝒙 − 𝟐| + 𝟑|𝒙 − 𝟑| +⋯− 𝟐𝟎 ∙ |𝒙 − 𝟐𝟎| + 𝟐𝟏 ∙ |𝒙 − 𝟐𝟏| 

  

 

 定義：          1、滑梯    2、水平   3、艍齒 

n=2k 

(朝下) 

 

𝑓(𝑖 + 1) − 𝑓(𝑖) = 𝑦2 − 𝑦1 > 0 

∀ 𝑖 ∈ ℕ，𝑖 < 𝑛 

 

n=2k+1 

(朝上) 

 

𝑓(𝑖 + 1) − 𝑓(𝑖) = 𝑦2 − 𝑦1 < 0 

∀ 𝑖 ∈ ℕ，𝑖 < 𝑛 

 

滑  梯 

鋸 齒 

水 平 
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n=2k 

(朝下) 

 

𝑓(𝑖 + 1) − 𝑓(𝑖) = 𝑦2 − 𝑦1 < 0 

∀ 𝑖 ∈ ℕ，𝑖 < 𝑛 

 

n=2k+1 

(朝上) 

 

𝑓(𝑖 + 1) − 𝑓(𝑖) = 𝑦2 − 𝑦1 > 0 

∀ 𝑖 ∈ ℕ，𝑖 < 𝑛 

 

 

◆ 研究 ６： 𝒇(𝒙) 之幾何圖形中,特殊的幾何特徵(滑梯、水平、鋸齒)

之數量為何？可以一般化嗎？ 

 

 

 

 

 

 

 

n=2k 

(朝下) 

 

𝑓(𝑘 + 1) − 𝑓(𝑘) = 𝑦2 − 𝑦1 = 0 

𝑘 ∈ ℕ 

 

n=2k+1 

(朝上) 

 

𝑓(𝑘 + 1) − 𝑓(𝑘) = 𝑦2 − 𝑦1 = 0 

𝑘 ∈ ℕ 
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 思考１：「滑梯、水平、鋸齒」之數量與一般化 

𝒇(𝒙) = |𝑥 − 1| − 2|𝑥 − 2| + 3|𝑥 − 3| − 4|𝑥 − 4| + ⋯+ (−1)𝑛+1 ∙ 𝑛 ∙ |𝑥 − 𝑛| 

➢ 由「滑梯、水平、鋸齒」之定義  

⟹  檢驗  𝒇(𝒊 + 𝟏) − 𝒇(𝒊) = 𝒚𝟐 − 𝒚𝟏  之「值」，為 正、𝟎、負 

⟹  即可判斷 𝒇(𝒙) 於此處之幾何特徵為「滑梯、水平、鋸齒」。 

⟹  即可計算出 𝒇(𝒙) 各幾何特徵之數量以及一般化 !  

★ 推論４： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

◆ 研究 ７： 𝒇(𝒙) 於特殊的幾何特徵(滑梯、水平、鋸齒)之各頂

點，會分別都落在兩條特殊的直線上面嗎？ 

 

☼☼  意外發現 １ ☼☼ 

本幾何圖形研究中，於計算「滑梯、鋸齒」數量時，意外發現 

 

 

 

𝒇(𝒙) 「滑梯、水平、鋸齒」之各頂點 

⟹ 會分別都落在兩條特殊的直線上面！ 
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◆ 研究８：求出 𝒇(𝒙) 之幾何結構中，發現之三條特殊的直線方

程式的一般化？及頂點之一般化？ 

➢ 代數分析： 

①   𝒏 = 𝟐𝒌 ⟹ 推論 𝑳𝟏 (第一條直線) 

Sol： 

設 𝑳𝟏：  𝐲 = 𝒎𝒙 + 𝒂 ,過兩點 

𝐏 ( 𝟐𝒌 − 𝟏 , 𝒔 )、𝐐 ( 𝟐𝒌 − 𝟑 , 𝒕 ) 

⟹ {

𝒔 = (𝟐𝒌−𝟏) ∙𝒎+𝒂

𝒕 = (𝟐𝒌−𝟑) ∙𝒎+𝒂
 

⟹   𝟐𝒎 = ( 𝒔− 𝒕 )   ⟹   𝒎 = ( 𝒔−𝒕 )
𝟐

 

⟹    𝒂=  𝒔− (𝟐𝒌−𝟏) ∙ ( 𝒔−𝒕 )
𝟐

   

➢ 𝒔 − 𝒕 = 𝟐 × [𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯+ (𝟐𝒌 − 𝟑)] + [(𝟐𝒌 − 𝟏) − 𝟐𝒌] × (−𝟐) 

                         =𝟐× [(−𝟏) ∙
𝟐𝒌−𝟒
𝟐

+ (𝟐𝒌−𝟑)]+𝟐= 𝟐𝒌 

➢ 𝒔 =        [𝟏 × (𝟐𝒌 − 𝟐) − 𝟐 × (𝟐𝒌 − 𝟑)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟒 

           + [𝟑 × (𝟐𝒌 − 𝟒) − 𝟒 × (𝟐𝒌 − 𝟓)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟖 

           + [𝟓 × (𝟐𝒌 − 𝟔) − 𝟔 × (𝟐𝒌 − 𝟕)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟏𝟐 

… 

           + [(𝟐𝒌 − 𝟑) × 𝟐 − (𝟐𝒌 − 𝟐) × 𝟏]        →  −𝟐𝒌 + (𝟒𝒌 − 𝟒) 

           +        [(𝟐𝒌 − 𝟏) × 𝟎 − 𝟐𝒌 × 𝟏]             →  −𝟐𝒌 

     = (−𝟐𝒌) ×
𝟐𝒌

𝟐
+ [𝟒 + 𝟖 + 𝟏𝟐 +⋯+ (𝟒𝒌 − 𝟒)] = −𝟐𝒌 

⟹ 

{
 
 

 
 𝒎 = 

( 𝒔 − 𝒕 )

𝟐
= 𝒌

𝒂 = (−𝟐𝒌) − (𝟐𝒌 − 𝟏) ×
𝟐𝒌

𝟐
= −𝟐𝒌𝟐 − 𝒌

⟹        𝑳𝟏：𝒌𝒙 − 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝒌 

兩對稱直線之交點 ( 𝟐𝒌 + 𝟏, 𝟎 ) ⟸       𝑳𝟑 ( 對稱 )：𝒌𝒙 + 𝒚 = 𝟐𝒌𝟐 + 𝒌 
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➢ 代數分析： 

 

②   𝒏 = 𝟐𝒌 ⟹ 推論 𝑳𝟐 (第二條直線) 

Sol： 

設 𝑳𝟐：  𝐲 = 𝒎𝒙 + 𝒃 ,過兩點 

𝐑 ( 𝟐𝐤 , 𝛃 )、𝐒 ( 𝟐𝒌 − 𝟐 , 𝜶 ) 

⟹ {

𝜷= (𝟐𝒌) ∙𝒎+𝒃

𝜶= (𝟐𝒌−𝟐) ∙𝒎+𝒃
 

⟹   𝟐𝒎 = ( 𝜷−𝜶 ) ⟹   𝒎 = 
( 𝜷−𝜶 )
𝟐

 

⟹     𝒃 =  𝛃− (𝟐𝒌) ∙ ( 𝜷−𝜶 )
𝟐

  

 

➢ 𝜷 − 𝜶 = 𝟐 × [𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯− (𝟐𝒌 − 𝟐)] + [−𝟐𝒌] × (−𝟐) 

                         =𝟐× [(−𝟏) ∙
𝟐𝒌−𝟐
𝟐

]+𝟒𝒌= 𝟐𝒌+𝟐 

➢ 𝛃 =       [𝟏 × (𝟐𝒌 − 𝟏) − 𝟐 × (𝟐𝒌 − 𝟐)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟑 

           + [𝟑 × (𝟐𝒌 − 𝟑) − 𝟒 × (𝟐𝒌 − 𝟒)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟕 

           + [𝟓 × (𝟐𝒌 − 𝟓) − 𝟔 × (𝟐𝒌 − 𝟔)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟏𝟏 

… 

           + [(𝟐𝒌 − 𝟑) × 𝟑 − (𝟐𝒌 − 𝟐) × 𝟐]        →  −𝟐𝒌 + (𝟒𝒌 − 𝟓) 

           +        [(𝟐𝒌 − 𝟏) × 𝟏 − 𝟐𝒌 × 𝟎]             →     𝟐𝒌 − 𝟏 

     = (−𝟐𝒌) ×
𝟐𝒌 − 𝟐

𝟐
+ [𝟑 + 𝟕 + 𝟏𝟏 +⋯+ (𝟒𝒌 − 𝟓)] = 𝒌 

⟹ 

{
 
 

 
 𝒎 = 

( 𝜷 − 𝜶 )

𝟐
= 𝒌 + 𝟏

𝒃 = 𝒌 − (𝟐𝒌) ×
𝟐𝒌 + 𝟐

𝟐
= −𝟐𝒌𝟐 − 𝒌

⟹       𝑳𝟐：(𝒌 + 𝟏)𝒙 − 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝒌 
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➢ 代數分析： 

 

③   𝒏 = 𝟐𝒌 + 𝟏 ⟹ 推論 𝑳𝟏 (第一條直線) 

Sol： 

設 𝑳𝟏：  𝐲 = 𝒎𝒙 + 𝒄 ,過兩點 

𝐏 ( 𝟐𝐤 − 𝟐 , 𝐭 )、𝐐 ( 𝟐𝒌 , 𝒔 ) 

⟹ {

𝒔 = (𝟐𝒌) ∙𝒎+𝒄

𝒕 = (𝟐𝒌−𝟐) ∙𝒎+𝒄
 

⟹   𝟐𝒎 = ( 𝒔− 𝒕 ) ⟹   𝒎 = 
( 𝒔− 𝒕 )
𝟐

 

⟹    𝒄 = 𝒔− (𝟐𝒌) ∙ ( 𝒔−𝒕 )
𝟐

   

 

➢ 𝒔 − 𝒕 = 𝟐 × [𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯− (𝟐𝒌 − 𝟐)] + [−𝟐𝒌 + (𝟐𝒌 + 𝟏)] × (−𝟐) 

                         =𝟐× [(−𝟏) ∙
𝟐𝒌−𝟐
𝟐

]+ (−𝟐)=−𝟐𝒌 

➢ 𝒔 =        [𝟏 × (𝟐𝒌 − 𝟏) − 𝟐 × (𝟐𝒌 − 𝟐)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟑 

           + [𝟑 × (𝟐𝒌 − 𝟑) − 𝟒 × (𝟐𝒌 − 𝟒)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟕 

           + [𝟓 × (𝟐𝒌 − 𝟓) − 𝟔 × (𝟐𝒌 − 𝟔)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟏𝟏 

… 

           + [(𝟐𝒌 − 𝟑) × 𝟑 − (𝟐𝒌 − 𝟐) × 𝟐]        →  −𝟐𝒌 + (𝟒𝒌 − 𝟓) 

           +        [(𝟐𝒌 − 𝟏) × 𝟏 − 𝟐𝒌 × 𝟎]             →  −𝟐𝒌 + (𝟒𝒌 − 𝟏) 

           +        (𝟐𝒌 + 𝟏) 

= (−𝟐𝒌) ×
𝟐𝒌

𝟐
+ [𝟑 + 𝟕 + 𝟏𝟏 +⋯+ (𝟒𝒌 − 𝟏)] + (𝟐𝒌 + 𝟏) = 𝟑𝒌 + 𝟏 

⟹ 

{
 
 

 
 𝒎 = 

( 𝒔 − 𝒕 )

𝟐
= −𝒌

𝒄 = (𝟑𝒌 + 𝟏) − (𝟐𝒌) ×
−𝟐𝒌

𝟐
= 𝟐𝒌𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏

⟹        𝑳𝟏：𝒌𝒙 + 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 
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➢ 代數分析： 

 

④   𝒏 = 𝟐𝒌 + 𝟏 ⟹ 推論 𝑳𝟐 (第二條直線) 

Sol： 

設 𝑳𝟐：  𝐲 = 𝒎𝒙 + 𝒄 ,過兩點 

𝐏 ( 𝟐𝐤 − 𝟏 , 𝛂 )、𝐐 ( 𝟐𝒌 + 𝟏 , 𝜷 ) 

⟹ {

𝜷= (𝟐𝒌+𝟏) ∙𝒎+𝒅

𝜶= (𝟐𝒌−𝟏) ∙𝒎+𝒅
 

⟹   𝟐𝒎 = ( 𝜷−𝜶 ) ⟹   𝒎 = 
( 𝜷−𝜶 )
𝟐

 

⟹    𝒅=𝜷− (𝟐𝒌+𝟏) ∙ ( 𝜷−𝜶 )
𝟐

   

 

➢ 𝜷 − 𝜶 = 𝟐 × [𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 +⋯+ (𝟐𝒌 − 𝟏)] + [(𝟐𝒌 + 𝟏) × (−𝟐)] 

                         =𝟐× [(−𝟏) ∙
𝟐𝒌−𝟐
𝟐

+ (𝟐𝒌−𝟏)]+ (−𝟒𝒌−𝟐)=−𝟐𝒌−𝟐 

➢ 𝜷 =        [𝟏 × (𝟐𝒌) − 𝟐 × (𝟐𝒌 − 𝟏)]               →  −𝟐𝒌 + 𝟐 

           + [𝟑 × (𝟐𝒌 − 𝟐) − 𝟒 × (𝟐𝒌 − 𝟑)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟔 

           + [𝟓 × (𝟐𝒌 − 𝟒) − 𝟔 × (𝟐𝒌 − 𝟓)]        →  −𝟐𝒌 + 𝟏𝟎 

… 

           + [(𝟐𝒌 − 𝟑) × 𝟒 − (𝟐𝒌 − 𝟐) × 𝟑]        →  −𝟐𝒌 + (𝟒𝒌 − 𝟔) 

           +        [(𝟐𝒌 − 𝟏) × 𝟐 − 𝟐𝒌 × 𝟏]             →  −𝟐𝒌 + (𝟒𝒌 − 𝟐) 

     = (−𝟐𝒌) ×
𝟐𝒌

𝟐
+ [𝟐 + 𝟔 + 𝟏𝟎 +⋯+ (𝟒𝒌 − 𝟐)] = 𝟎 

⟹ 

{
 
 

 
 𝒎 = 

( 𝜷 − 𝜶 )

𝟐
= −𝒌 − 𝟏

𝒅 = 𝟎 − (𝟐𝒌 + 𝟏) ×
−𝟐𝒌 − 𝟐

𝟐
= 𝟐𝒌𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏

⟹      𝑳𝟐：(𝒌 + 𝟏) 𝒙 + 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 

兩對稱直線之交點 ( 𝟐𝒌 + 𝟏, 𝟎 ) ⟸   𝑳𝟑( 對稱 )：(𝒌 + 𝟏) 𝒙 − 𝒚 = 𝟐𝒌𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 
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★推論５： 三條直線方程式 及 各頂點之「一般化」。 

n  頂    點 對稱 交  點 軸 

𝟐𝒌 

𝑳𝟏：𝒌𝒙 − 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝒌 

( 𝟐𝒊 − 𝟏 , −𝟐𝒌𝟐 − 𝒌

+ (𝟐𝒊 − 𝟏)𝒌 ) 
★ 

 ( 𝟎 , −𝟐𝒌𝟐 − 𝒌 ) 

𝒙 = 𝟐𝒌 + 𝟏 

𝑳𝟐：(𝒌 + 𝟏)𝒙 − 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝒌 

( 𝟐𝒊 , −𝟐𝒌𝟐 − 𝒌 

+(𝟐𝒊)(𝒌 + 𝟏) ) 
 

𝑳𝟑 ：𝒌𝒙 + 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝒌  ★ ( 𝟐𝒌 + 𝟏, 𝟎 ) & 𝑳𝟏 

𝟐𝒌 + 𝟏 

𝑳𝟏：𝒌𝒙 + 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 

( 𝟐𝒊 , 𝟐𝒌𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏

− 𝟐𝒌𝒊 ) 
 

( 𝟎 , 𝟐𝒌𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 ) 

𝑳𝟐：(𝒌 + 𝟏) 𝒙 + 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 

( 𝟐𝒊 − 𝟏 , 𝟐𝒌𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏

− (𝟐𝒊 − 𝟏)(𝒌 + 𝟏) ) 
★ 

𝑳𝟑：(𝒌 + 𝟏) 𝒙 − 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏  ★ ( 𝟐𝒌 + 𝟏, 𝟎 ) & 𝑳𝟐 

 

◆ 研究９： 𝒇(𝒙) 之幾何圖形中，兩直線上各頂點依序之三角形

面積有規律嗎？ 

☼☼  意外發現２ ☼☼ 

➢ 幾何分析： 

 

利用 GGB軟體繪製 𝒇(𝒙) 之幾何圖形中，發現… 

⟹  兩直線上各頂點依序之「三角形面積」⟹  為「連續整數」！ 
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➢ 代數分析： 𝒏 = 𝟐𝒌 ⟹ 論證 三角形面積 依序為「連續整數」！ 

𝑳𝟏：𝒌𝒙 − 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝒌 𝑳𝟐：(𝒌 + 𝟏)𝒙 − 𝒚 = 𝟐𝒌

𝟐 + 𝒌 

𝑷𝟐𝒊+𝟏( 𝟐𝒊 + 𝟏 ,−𝟐𝒌
𝟐 − 𝒌 + (𝟐𝒊 + 𝟏)𝒌 ) 

𝑷𝟐𝒊+𝟑( 𝟐𝒊 + 𝟑,−𝟐𝒌
𝟐 − 𝒌 + (𝟐𝒊 + 𝟑)𝒌 ) 

𝑷𝟐𝒊( 𝟐𝒊 ,−𝟐𝒌
𝟐 −𝒌+ (𝟐𝒊)(𝒌 + 𝟏) ) 

𝑷𝟐𝒊+𝟐( 𝟐𝒊 + 𝟐 , −𝟐𝒌
𝟐 − 𝒌 + (𝟐𝒊 + 𝟐)(𝒌 + 𝟏) ) 

 「奇數」面積三角形：  ∆ 𝑷𝟐𝒊 𝑷𝟐𝒊+𝟏 𝑷𝟐𝒊+𝟐 

∆𝑷𝟐𝒊𝑷𝟐𝒊+𝟏𝑷𝟐𝒊+𝟐  =  
𝟏

𝟐
  |

𝑷𝟐𝒊+𝟏𝑷𝟐𝒊
→      

𝑷𝟐𝒊+𝟏𝑷𝟐𝒊+𝟐
→       

| =  
𝟏

𝟐
  |
−𝟏 −𝒌 + 𝟐𝒊
𝟏 𝒌 + 𝟐𝒊 + 𝟐

| =  
𝟏

𝟐
|−𝟒𝒊 − 𝟐| = 𝟐𝒊 + 𝟏 

 = {𝟏、𝟑、𝟓、𝟕⋯ }，𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑⋯ 

 「偶數」面積三角形：  ∆ 𝑷𝟐𝒊+𝟏 𝑷𝟐𝒊+𝟐 𝑷𝟐𝒊+𝟑 

∆ 𝑷𝟐𝒊+𝟏 𝑷𝟐𝒊+𝟐 𝑷𝟐𝒊+𝟑 =  
𝟏

𝟐
  |

 𝑷𝟐𝒊+𝟐 𝑷𝟐𝒊+𝟏
→        

 𝑷𝟐𝒊+𝟐 𝑷𝟐𝒊+𝟑
→        

| =  
𝟏

𝟐
  |
−𝟏 −𝒌 − 𝟐𝒊 − 𝟐
𝟏 𝒌 − 𝟐𝒊 − 𝟐

| =  
𝟏

𝟐
|𝟒𝒊 + 𝟒| = 𝟐𝒊 + 𝟐 

= {𝟐、𝟒、𝟔、𝟖⋯ }，𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑⋯ 

 

➢ 代數分析： 𝒏 = 𝟐𝒌 + 𝟏 ⟹論證三角形面積依序為「連續整數」！ 

𝑳𝟏：𝒌𝒙 + 𝒚 = 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 𝑳𝟐：(𝒌 + 𝟏) 𝒙 + 𝒚 = 𝟐𝒌

𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 

𝑸𝟐𝒊( 𝟐𝒊 , 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 − 𝟐𝒌𝒊  ) 

𝑸𝟐𝒊+𝟐( 𝟐𝒊 + 𝟐 , 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 − (𝟐𝒊 + 𝟐)𝒌  ) 

𝑸𝟐𝒊+𝟏( 𝟐𝒊 + 𝟏 , 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 − (𝟐𝒊 + 𝟏)(𝒌 + 𝟏)  ) 

𝑸𝟐𝒊+𝟑( 𝟐𝒊 + 𝟑 , 𝟐𝒌
𝟐 + 𝟑𝒌 + 𝟏 − (𝟐𝒊 + 𝟑)(𝒌 + 𝟏) ) 
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 「奇數」面積三角形：  ∆ 𝑸𝟐𝒊 𝑸𝟐𝒊+𝟏 𝑸𝟐𝒊+𝟐 

∆ 𝑸𝟐𝒊 𝑸𝟐𝒊+𝟏 𝑸𝟐𝒊+𝟐 =
𝟏

𝟐
  |

𝑸𝟐𝒊+𝟏𝑸𝟐𝒊
→      

𝑸𝟐𝒊+𝟏𝑸𝟐𝒊+𝟐
→        

| =  
𝟏

𝟐
  |
−𝟏 𝒌 + 𝟐𝒊 + 𝟏
𝟏 −𝒌 + 𝟐𝒊 + 𝟏

| =  
𝟏

𝟐
|−𝟒𝒊 − 𝟐| = 𝟐𝒊 + 𝟏 

 = {𝟏、𝟑、𝟓、𝟕⋯ }，𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑⋯ 

 「偶數」面積三角形：  ∆ 𝑸𝟐𝒊+𝟏 𝑸𝟐𝒊+𝟐 𝑸𝟐𝒊+𝟑 

∆ 𝑸𝟐𝒊+𝟏 𝑸𝟐𝒊+𝟐 𝑸𝟐𝒊+𝟑 =  
𝟏

𝟐
  |

 𝑸𝟐𝒊+𝟐 𝑸𝟐𝒊+𝟏
→        

 𝑸𝟐𝒊+𝟐 𝑸𝟐𝒊+𝟑
→        

| =  
𝟏

𝟐
  |
−𝟏 𝒌 − 𝟐𝒊 − 𝟏
𝟏 −𝒌 − 𝟐𝒊 − 𝟑

| =  
𝟏

𝟐
|𝟒𝒊 + 𝟒| = 𝟐𝒊 + 𝟐 

= {𝟐、𝟒、𝟔、𝟖⋯ }，𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑⋯ 

☼☀ 意外發現３ ☀☼ 

 

不同的切割方向 

⟹   三角形面積依然呈現 

為「連續整數」！ 

 

◆ 研究１０：探討 𝒏 值為連續奇數之各 𝒇(𝒙) 幾何圖形「交點」

之幾何性質為何？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

微 觀 
巨 觀 

交點 → 不在直線上！ 
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從幾何圖形中，發現 𝑛 值為連續奇數之 𝑓(𝑥) 幾何圖形的各

「交點」⟹ 於巨觀看似皆在直線  𝐴𝐵 ⃡     上…實則經放大至微觀後，

會發現各「交點」並不同在一條直線上。 

猜測 ⟹ 𝑛 值為連續奇數之 𝑓(𝑥) 幾何圖形各「交點」，會在圓

錐曲線上嗎？…研究後發現，各點會很接近在圓錐曲線軌跡上，但

不在圓錐曲線上！ 

 

 

 

★  發現規則！ ★ 

 

 

 

◆  研究１１： 

{
 
 

 
 

   

𝒇(𝒙) =
|𝒙 − 𝒏|

|𝒙 − (𝒏 + 𝟏)|
 與 𝒇(𝒙) =

|𝒙＋𝒏|

|𝒙＋(𝒏 + 𝟏)|
 之 對稱性。

𝒇(𝒙) =
|𝒙 − (𝒏 + 𝟏)|

|𝒙 − 𝒏|
 與 𝒇(𝒙) =

|𝒙＋(𝒏 + 𝟏)|

|𝒙＋𝒏|
 之 對稱性。
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五、 研究結果與討論： 

★定義：  

𝒇(𝒙) = |𝑥 − 1| − 2|𝑥 − 2| + 3|𝑥 − 3| − 4|𝑥 − 4| + ⋯+ (−1)𝑛+1 ∙  𝑛 ∙ |𝑥 − 𝑛| 

1.  若 𝒏 = 𝟐𝒌 ⟹ 定義： 

(i). 𝒇(𝒊 + 𝟏) − 𝒇(𝒊) > 𝟎 , ∀ 𝒊 ∈ ℕ ⟹  𝒇(𝒙) 有「滑梯」的幾何特徵！ 

(ii). 𝒇(𝒊 + 𝟏) − 𝒇(𝒊) = 𝟎 , ∀ 𝒊 ∈ ℕ ⟹  𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵！ 

(iii). 𝒇(𝒊 + 𝟏) − 𝒇(𝒊) < 𝟎 , ∀ 𝒊 ∈ ℕ ⟹  𝒇(𝒙) 有「鋸齒」的幾何特徵！ 

𝒊 < 𝒏 

2.  若 𝒏 = 𝟐𝒌 + 𝟏 ⟹ 定義：   

(i). 𝒇(𝒊 + 𝟏) − 𝒇(𝒊) < 𝟎 , ∀ 𝒊 ∈ ℕ ⟹  𝒇(𝒙) 有「滑梯」的幾何特徵！ 

(ii). 𝒇(𝒊 + 𝟏) − 𝒇(𝒊) = 𝟎 , ∀ 𝒊 ∈ ℕ ⟹  𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵！ 

(iii). 𝒇(𝒊 + 𝟏) − 𝒇(𝒊) > 𝟎 , ∀ 𝒊 ∈ ℕ ⟹  𝒇(𝒙) 有「鋸齒」的幾何特徵！ 

𝒊 < 𝒏 

 

★ 結論１：𝒙 = 𝒏 值之「中位數」⟹  𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵！ 

(i). 若 𝒏 = 𝟒𝒖 + 𝟑⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = 𝒇(𝟐𝒌 + 𝟐) − 𝒇(𝟐𝒌 + 𝟏) = −𝟐𝒖 + 𝟐𝒌 

Then  𝒊𝒇「 𝒌 = 𝒖 」 ⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵 ! 

 

(ii). 若 𝒏 = 𝟒𝒖 + 𝟒⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = 𝒇(𝟐𝒌 + 𝟑) − 𝒇(𝟐𝒌 + 𝟐) = 𝟐𝒖 − 𝟐𝒌 

Then  𝒊𝒇「 𝒌 = 𝒖 」 ⟹  𝒚𝟐 − 𝒚𝟏 = 𝟎 ⟹ 𝒇(𝒙) 有「水平」的幾何特徵 ! 

 

★ 結論２：𝒇(𝒙) 幾何圖形之「水平」幾何特徵！ 

(i). 𝒏 = (𝟒𝒖+ 𝟏) ⟹ 𝑓(𝑥) 沒有「水平」的幾何特徵 ! 

(ii). 𝒏 = (𝟒𝒖+ 𝟐) ⟹ 𝑓(𝑥) 沒有「水平」的幾何特徵 !  

(iii). 𝒏 = (𝟒𝒖+ 𝟑) ⟹ (𝟐𝒖 + 𝟏) ≤ 𝒙 ≤ (𝟐𝒖 + 𝟐)時，𝑓(𝑥)有「水平」的幾何特徵 !  

(iv). 𝒏 = (𝟒𝒖+ 𝟒) ⟹ (𝟐𝒖 + 𝟐) ≤ 𝒙 ≤ (𝟐𝒖 + 𝟑)時，𝑓(𝑥)有「水平」的幾何特徵 !  
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★ 結論３：𝒇(𝒙) 幾何圖形之「滑梯、水平、鋸齒」統整表 (一般化) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

★ 結論４：𝒇(𝒙) 幾何圖形之「幾何特徵」結構表 (一般化) 

 

★ 結論５：𝒇(𝒙) 之兩直線上依序之「三角形面積」⟹  為「連續整數」！ 

 𝒏 = 𝟐𝒌  ⟹
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 𝒏 = 𝟐𝒌 + 𝟏  ⟹ 

 ∆ 𝑸𝟐𝒊 𝑸𝟐𝒊+𝟏 𝑸𝟐𝒊+𝟐 =
𝟏

𝟐
  |

𝑸𝟐𝒊+𝟏𝑸𝟐𝒊
→      

𝑸𝟐𝒊+𝟏𝑸𝟐𝒊+𝟐
→        

| =  
𝟏

𝟐
  |
−𝟏 𝒌 + 𝟐𝒊 + 𝟏
𝟏 −𝒌 + 𝟐𝒊 + 𝟏

| =  
𝟏

𝟐
|−𝟒𝒊 − 𝟐| = 𝟐𝒊 + 𝟏(奇) 

 

 ∆ 𝑸𝟐𝒊+𝟏 𝑸𝟐𝒊+𝟐 𝑸𝟐𝒊+𝟑 =  
𝟏

𝟐
  |

 𝑸𝟐𝒊+𝟐 𝑸𝟐𝒊+𝟏
→        

 𝑸𝟐𝒊+𝟐 𝑸𝟐𝒊+𝟑
→        

| =  
𝟏

𝟐
  |
−𝟏 𝒌 − 𝟐𝒊 − 𝟏
𝟏 −𝒌 − 𝟐𝒊 − 𝟑

| =  
𝟏

𝟐
|𝟒𝒊 + 𝟒| = 𝟐𝒊 + 𝟐(偶) 

 

★ 結論６：𝒏 值為連續奇數之各 𝒇(𝒙) 幾何圖形之「交點」之幾何

性質。 

 

𝒏 值為連續奇數之各 𝒇(𝒙) 幾何圖形之各個「交點」 

⟹ 發現這些交點的軌跡，會非常接近一條直線… 

 

 

六、 評鑑與檢討 

 

➢ A學生心得： 

獨立研究進行之初，我對於研究題目只有較模糊的概念，每當

論證出新的幾何性質公式時，我都會思考這個公式所代表的幾何含

義為何？因而，於前段的研究時間總是一知半解，一度懷疑自己的

能力。 

後來，我終於能夠透徹了解此研究作品的主軸與精髓，思考速

度也變快了不少，對於研究方向與方法也總能夠提出一番新的見

解！ 

因此，於完成研究結論後，我更能獲得滿足與成就感！而同學

的付出及老師的教導更是功不可沒，一同努力讓此研究作品更上一

層樓！       



 29 

➢ B學生心得： 

我很常計算錯誤，我如果計算錯誤，就要重頭計算，所以我會

非常仔細檢查，讓我出錯的機率少一點。此研究的公式論證推導，

「計算」佔了非常重要的角色，本想說只是一堆沒有關連的數字，

結果它竟然可以用一個算式找到規律，進而論證推導出「公式」! 

這讓我有了好奇心，想要在此研究作品中找到更多的規律！ 

 

➢ 未來展望： 

 

(I). 𝒇(𝒙) = |𝑥 − 1| − 2|𝑥 − 2| + 3|𝑥 − 3| − 4|𝑥 − 4| + ⋯+ (−1)𝑛+1 ∙  𝑛 ∙ |𝑥 − 𝑛| 

1. 進一步探討 𝑛 值為連續奇數之各 𝑓(𝑥) 幾何圖形「交點」之幾

何性質與幾何特徵為何？ 

2. 若修改 𝑓(𝑥) 方程式中的「部份幾項」，對 𝑓(𝑥) 之幾何圖形會

有什麼影響？進一步探討其中方程式與幾何圖形之間的關係… 

 

(II). 研究 {  
𝒇(𝒙) =

|𝒙−𝒏|

|𝒙−(𝒏+𝟏)|
 與 𝒇(𝒙) =

|𝒙＋𝒏|

|𝒙＋(𝒏+𝟏)|
 之 對稱性。

𝒇(𝒙) =
|𝒙−(𝒏+𝟏)|

|𝒙−𝒏|
 與 𝒇(𝒙) =

|𝒙＋(𝒏+𝟏)|

|𝒙＋𝒏|
 之 對稱性。

 

研究此類方程式 𝒇(𝒙) 之幾何性質與幾何特徵… 
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