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第一階段  研究訓練階段 

 

一、獨立研究課程近二年學校獨立研究課程之規劃 

   獨立研究課程，最早為學校設計提供給資優班的課程，初時以帶

領學生進行科展研究為主，由教師指導學生從課本延伸，找尋研究題

材，並設計相關實驗進行主題的探究，這些通常要花費相當長的時間

投入，是以除正式課程檢視研究進度外，學生通常得利用假日時間返

校進行研究。 

    近二年來，隨著彰化縣辦理獨立研究競賽，始了解獨立研究較科

展而言，更強調與學習的連貫性，強調延伸所學以擬定想探究的主題，

並擴大範圍至全面向，是以除數學、自然與生活科技外，更有人文科

學均為其範疇，這充份給了想進行研究的學生一個好的機會。 

 

 二、學校如何提供該生獨立研究訓練 

   學生的研究及發表能力，將是十二年國教新政策下的一個受重視

的環節。學校整合科展與近年之彰化縣獨立研究競賽紙本書面（成果

冊、光碟）提供師生借閱，並在網站上闢有科學教育及獨立研究專區

提供其他研究資訊（包含研究方法、如何擬定主題及研究計畫、歷年

中章辦法、得獎作品等）。教師群中，亦會由有經驗的老師帶動小班

群共同激勵，強化學生參賽的動機及給予正確的指導。感謝本校設備

組長規畫實施多場的科展系列研習，讓學生也可將參加科展研習所習

得的研究方法，套用在此獨立研究。硬體方面，學生無論是週六、日

或暑假期間，均全面開放電腦教室、E化教室等電腦設備，供學生使

用，並有老師陪同現場指導。雖是漫漫時日，但也是另類學校的特色。 
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第二階段  獨立研究階段 

摘要 

    本組研究利用一元二次方程式根的次方與係數關係(設一元二次

方程式 02 =++ baxx 之兩根、  )，使用方程式替換法進而取代利用

乘法公式解出
nn  + 的方式，可快速的找到

nn  + ，並以方程式係

數a、b來表達，又可把
nn  + 的係數找到規律及方法，導出下一個次

方的係數。在驗證途中，發現推出了巴斯卡三角係形數及二項式定理，

也更加證明了此係數安排是正確的，可稱為完美，所以本組稱它為「完

美係數」。 

 

一、研究動機 

     在數學班學習到「一元二次方程式」，後來常常遇到一道類似的

題目： 

                0252 =−+ xx 之兩根為、  

             試求出:(1) ?=    (2) ?=+     (3) ?22 =+   

       sol:    由 ( )( ) ( ) 02 =++−=−−  xxxx  

                可得知 

 

     接下來
22  + 我們利用乘法公式的完全平方式，自己創造等式

來解決。 

                    ( )  2222
++=+  

                      ( ) ( )225 222
−++=−   

                    2922 =+   

     接著我們在想若
33  + 是不是也可創造恆等式來解決 

               ( )( )  223322 +++=++  

                             ( ) +++= 33
 

                    ( ) ( ) ( )( )52295 33 −−++=−   

                    15533 −=+   

     所以本組將研究依此類推可至
nn  +  





−+

−=

5

2
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二、擬定正式計畫、研究問題及工作進度表 

 

(一)、研究問題 

   1、利用一元二次方程式 02 =++ baxx 之兩根、 ；以a、b係數

表達
nn  + ，導出a、b安排的規則及完美係數。 

   2、利用移項推出巴斯卡三角係數及二項式定理，及驗證上述一的

結果。 

 

(二)、擬定正式計畫及工作進度表 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   

                    ▲圖(一) 

 

 

尋找研究主題 

彙整相關文獻 
 

公式推演驗證並詢問老師 
 

擬定研究計畫 

歸納研究結果 

統整討論 

撰寫研究報告 

確定研究主題 
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▼表(一) 工作進度表 

 

   日期 
 
 
 
進度 

第一
週
6/18
~ 
6/24 

第二
週
6/25
~ 
7/1 

第三
週 
7/2 
~ 
7/8 

第四
週
7/9 
~ 
7/15 

第五
週
7/16 
~ 
7/22 

第六
週
7/23
~ 
7/29 

第七
週
7/30
~ 
8/5 

第八
週 
8/6 
~ 
8/12 

第九
週
8/13
~ 
8/19 

第十
週
8/20
~ 
8/26 

第十
一週
8/27
~ 
9/2 

第十
二週
9/3 
~ 
9/10 

討論研究
主題 

            

蒐集相關
資訊 

            

擬定研究

計畫 

            

彙整相關
資料 

            

整理研究
結果 

            

撰寫研究
報告 

            

進度累積
百分比 

15％ 20％ 30％ 35％ 45％ 60％ 70％ 80％ 85％ 90％ 95％ 100％ 

三、彙整相關文獻 

    針對老師所提供的翻轉數學講義多做題型練習，並上維基百科的

網站研究巴斯卡三角形係數及二項式定理。 

四、資料分析 

    計算時，本組發現要解出
22  + 必須需要先知道  + ，要解出

33  + 也必須需要先知道
22  + ，所以都是承上求來解決下一式的

問題，而且隨著次方越高 要利用的恆等式也越來越複雜，所以在這

本組試著想解決的問題: 

 

(一)、不利用恆等式來推出
nn  +  

      本組想到利用原方程式，用換的方式來試試 

0252 =−+ xx 之兩根為、  

                             由前可知 

          




−+

−=

5

2
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            把原式改造一下⇒ 252 +−= xx  

            兩根代入     252 +−=   

                   +     252 +−=   

                     ( ) 4522 ++−=+   

                            ( ) ( ) 29455 =+−−=  

    

    那
33  + 該怎麼辦呢?因為原式最高只有到 2 次，經本組思考後

把式再同乘一次 x 

            得 025 23 =−+ xxx     ⇒    xxx 25 23 +−=  

            兩根代入      25 23 +−=  

                   +      25 23 +−=  

                     ( ) ( ) +++−=+ 25 2233
 

                            ( ) ( ) ( )52295 −+−=  

                            155−=  

 

  為了更仔細知道這結果是正確的，本組再以兩種方式來驗證
44  + 是否也有相同的結果 

 

 

          承上面的結果 

 

         再次利用乘法公式的解法創造式子 

               ( )( )  334433 +++=++  

                             ( )2244  +++=  

                  ( ) ( ) ( ) 2921555 44 −++=−−   

                          58775 44 −+=   

                        83344 =+   

          













−=+

=+

−+

−=

155

29

5

2

33

22
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        驗證方式: 

                   0252 =−+ xx  同乘 2x  

                   025 224 =−+ xxx  

                   234 25 xxx +−=  

          

         兩根代入    234 25  +−=  

               +     
234 25  +−=  

                 ( ) ( )223344 25  +++−=+  

                        ( ) ( ) 2921555 +−−=  

                        83358755 =+=  

   

   經驗證後，本組確定這個方式可以來取代創造恆等式，這樣

更快更簡單，想想為什麼這樣也行，後來發現同乘 x以後的方程式

還是有、  兩根，所以利用原方程式，換掉的方式來解決創造

恆等式。 

 

(二)、不利用承上一式的次方，而完成
nn  + ，並找到一個完美係數 

        先假設方程式 02 =++ baxx ，兩根為、  ，本組陸續用上述

的方式接連找到了  + 、
22  + 、

33  + ...等多組的結果來觀

察是否有一套規則，進而找到完美係數的規則。 

     1、  +  

                  ( )( ) 02 =−−=++  xxbaxx  

                  ( ) 022 =++−=++  xxbaxx  

                    得知  

                    

                       a−=+   

     

 





=

−=+

b

a
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 2、 
22  +  

                     baxx −−=2  

        、 代入   ba −−=  2      

                +    ba −−=  2
 

                 ( ) ba 222 −+−=+   

                        ( ) baa 2−−−=       

 利用 1結果: a−=+  代換 

                        ba 22 −=  

                ba 2222 −=+      

     3、 
33  +  

                     baxx −−=2     同乘 x 

                     bxaxx −−= 23  

          、  代入  ba −−= 23      

                  +   ba −−= 23
 

                 ( ) ( ) +−+−=+ ba 2233
 

                        ( ) ( )abbaa −−−−= 22
     

利用 1及 2的結果代換 

                        aba 33 +−=  

               aba 3333 +−=+      

    

  4、 
44  +  

                     bxaxx −−= 23     同乘 x 

                     234 bxaxx −−=  

          、  代入 234  ba −−=      

                  +  
234  ba −−=  

               ( ) ( )223344  +−+−=+ ba  

                      ( ) ( )bababaa 23 23 −−+−−=     
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利用 2及 3的結果代換 

                      2224 23 bbabaa +−−=  

                      224 24 bbaa +−=  

              
22444 24 bbaa +−=+      

    5、 
55  +  

                     234 bxaxx −−=     同乘 x 

                     345 bxaxx −−=  

          、  代入 345  ba −−=      

                +    
345  ba −−=  

                 ( ) ( )334455  +−+−=+ ba  

                      ( ) ( )ababbbaaa 324 3224 +−−+−−=       

利用 3及 4的結果代換 

                      23235 324 abbaabbaa −+−+−=  

                      235 55 abbaa −+−=  

              
23555 55 abbaa −+−=+      

 

    6、 
66  +  

                     456 bxaxx −−=     同乘 x 

                     567 bxaxx −−=  

          、  代入 456  ba −−=      

                +    
456  ba −−=  

               ( ) ( )445566  +−+−=+ ba  

                      ( ) ( )224235 2455 bbaababbaaa +−−−+−−=  

利用 4及 5結果代換 

                      32242246 2455 bbabababaa −+−+−=  

                      32246 296 bbabaa −+−=  

             
3224666 296 bbabaa −+−=+      
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7、 
77  +  

                     456 bxaxx −−=     同乘 x 

                     567 bxaxx −−=  

          、  代入 567  ba −−=      

                  +  
567  ba −−=  

                 ( ) ( )556677  +−+−=+ ba  

                      

( ) ( )23532246 55296 abbaabbbabaaa −+−−−+−−=  

                      323532357 55296 abbabaabbabaa +−++−+−=  

                      32357 7147 abbabaa +−+−=  

             
3235777 7147 abbabaa +−+−=+      

 

五、研究結果與討論 

(一)、資料統整與觀察 

   1、 

         a−=+   

         ba 2222 −=+   

         aba 3333 +−=+   

         
22444 24 bbaa +−=+   

         
23555 55 abbaa −+−=+   

         
3224666 296 bbabaa −+−=+   

         
3235777 7147 abbabaa +−+−=+   

 

 

 

 

 

    2、 首先取下係數中的數字由高次至低次排列來觀察規則: 

(如表二)用前兩組作為依據來找尋規則 

觀察: 

    a的次方7→5→3→1 (遞減二次方) 

    b的次方0→1→2→3 (遞增一次方) 
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      ▼表(二) 

 +  1 0 0 0    

22  +  1 2 0 0    

33  +  1 3 0 0    

44  +  1 4 2 0    

55  +  1 5 5 0    

66  +  1 6 9 2    

77  +  1 7 14 7 0   

預測 
88  +  

1 8 20 16 2   

 

 

 

 

  

 

 

 

 

                ▲圖(二) 

規律: 

1  

 2 

得 3 

 

＋ 
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              試著驗證
88  + 是否為相對應的規律 

                     567 bxaxx −−=     同乘  

                     678 bxaxx −−=  

          、 代入 678  ba −−=      

                  +  
678  ba −−=  

                 ( ) ( )667788  +−+−=+ ba  

                      

( ) ( )3224632357 2967147 bbabaababbabaaa −+−−+−+−−=  

                      

432246322468 2967147 bbabababababaa +−+−−+−=  

                      4322468 216208 bbababaa +−+−=  

             
432246888 216208 bbababaa +−+−=+      

                數字為1、8、20、16、 2，完全相符 

 

   3、接下來要解決的是a、b的關係及正負號如何安排由以上數據可

觀察: 

    (1) a、b的安排: 0ban ， 12ban− ， 24ban− ，...... 

     ＊ 每次的指數都遞減 2次，從 na 開始遞減到 0a 或 1a 就結束。 

     ＊ 則 0b 指數每次遞增 1次，直到有 0a 或 1a 的出現就結束。 

     ＊ a、b的次方和從n， 1−n ， 2−n ，.....有規律的每次差 1次。 

          (2) 正負號的安排: 

         第一項前加 ( )n1−  

         第二項前加 ( ) 1
1

−
−

n
 

         第三項前加 ( ) 2
1

−
−

n
 

          ......依此類推 

       由
88  + 來驗證一下: 1、8、 20、16、 2 

         

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 404325246167088
21161201811 bababababa −+−+−+−+−  

         4322468 216208 bbababaa +−+−=  

x

 

a

b

0a 出現 
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     4、綜合上述觀察:         

( ) ( ) ( ) ......111 421210 baCbaBbaA nnnnnnnn −−−−
−+−+−=+   

            其中 A、B、C、...為所推出的完美係數 

 

(二)、設 02 =++ baxx 之兩根為、  

以a、b係數表達
nn  + ，導出a、b安排的規則及完美係數 

    利用本組所發現的公式堆導出
99  + : 

      ▼表(三) 由高次至低次排列 

 +  
1 

0 0 0    

22  +  1 2 0 0    

33  +  1 3 0 0    

44  +  1 4 2 0    

55  +  1 5 5 0    

66  +  1 6 9 2    

77  +  1 7 14 7 0   

88  +  1 8 20 16 2 0  

推出 
99  +  

1 9 27 30 9 0  

      



 

13 

( ) ( ) ( ) 249291291909999 2719111 bababa −−−−
−+−+−=+   

              ( ) ( ) 4894936939
91301 baba −−−−
−+−+  

  

            4332579 930279 abbababaa −+−+−=  

 

    至此表示可推至
nn  + ，但次方越來越大，很難利用乘法公式再

慢慢驗證，因此規劃下述二來驗證上述一的結果是否正確。 

 

(三)、利用移項推出巴斯卡三角形係數及二項式定理，及驗證上述一

的結果。 

      設 02 =++ baxx 之兩根為、  

          baxx ++2  

         ( )( ) −−= xx  

         ( )  ++−= xx2
 

         ∴ 

 

   1、 ( )  2222
++=+  ......公式 

         驗算: ba 2222 −=+   

          ba 2222 ++=   

          ( )   2222
++=+−  

          ( )  2222
++=+   

  

 2、 ( ) 32233
33  +++=+  ......公式 

        驗算: aba 3333 +−=+   

          aba 3333 −+=−   

          ( )  ( )  +−−+=+−− 3333
 

          ( ) 22333
33  +++=+  

                    
3223 33  +++=  

   

1a 出

現 

( )





=

+−=





b

a
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3、 ( ) 4322344
464  ++++=+  ......公式 

         驗算: 
22444 24 bbaa +−=+   

          
22444 24 bbaa −++=   

          ( )  ( )  ( )22444
24  −+−++=+−  

          ( )   2222444
224  −++++=+  

                    
22322344 2484  −++++=  

                    
432234 464  ++++=  

 

 

   4、 ( ) 543223455
510105  +++++=+  ......公式 

          驗算: 
23555 55 abbaa −+−=+   

           
23555 55 abbaa +−+=−   

           ( )  ( )  ( ) ( )23555
55  +−++−−+=+−−  

           

( )    32233223555
5335  +−+++++=+  

                     
322343223455 55515155  −−+++++=  

                     
54322345 510105  +++++=  

 

      由移項反推結果: 

              +=+  

           ( ) 222
2  ++=+  

           ( ) 32233
33  +++=+  

           ( ) 4322344
464  ++++=+  

           ( ) 543223455
510105  +++++=+  
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取出係數:(如圖三) 

1   1 

1  2  1 

1  3  3  1 

1  4  6  4  1 

1  5  10  10  5  1 

▲圖(三) 

        正好是著名的巴斯卡三角形係數，再配合二項式定理來驗證

未知數 

      ( ) 101

0

011

0

1
 CC +=+  

              +=  

 

      ( ) 202

2

112

1

022

0

2
 CCC ++=+  

             
22 2  ++=  

 

      ( ) 303

3

213

2

123

1

033

0

3
 CCCC +++=+  

             
3223 33  +++=  

 

      ( ) 404

4

314

3

224

2

134

1

044

0

4
 CCCCC ++++=+  

             
432234 464  ++++=  

 

      ( ) 505

5

415

4

325

3

235

2

145

1

055

0

5
 CCCCCC +++++=+  

             
54322345 510105  +++++=  

 

       以上利用巴斯卡三角形係數及二項式定理的檢查表示都是對

的，接下來的驗證是上述一公式所代出來的
99  + ，是否也正確，若

也成立，則可表示此係數是正確的安排。 
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    (四)驗證
99  + :由表(二)規率推導出 

             
433257999 930279 abbababaa −+−+−=+   

 

           接下來要驗證是否也符合巴斯卡三角形係數及二項式定

理首先先用二項式定理推出 ( )7 + : 

  

( ) 707

7

617

6

527

5

437

4

347

3

257

2

167

1

077

0

7
 CCCCCCCC +++++++=+

 

         
765243342567 7213535217  +++++++=  

        作為驗證工具 

 

           
433257999 930279 abbababaa +−+−+=−   

                 代入 

 

     

( )  ( )  ( )  ( ) ( )  ( )33257999
30279  +−−+−++−−+=+−−

 

                                                         

( ) ( )4
9  +−+  

 

 

( ) ( )  76524334256999
72135352179 ++++++−−+=+

 

           ( ) ( )254322345 51010527  +++++−+  

            ( ) ( ) ( ) ( )433223 93330  +−++++−−  

 

 

 

( )





=

+−=





b

a
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87263453627899 963189315189639  ++++++++=  

            
726354453627 2713527027013527  −−−−−−  

              
544563544536 9930909030  −−++++  

      
9872635445362789 9368412612684369  +++++++++=

 

 

 

   而二項式定理 ( )9 + 展開則是: 

 

( ) 729

7

639

6

549

5

459

4

369

3

279

2

189

1

099

0

9
 CCCCCCCC +++++++=+

 

           909

9

819

8  CC +++  

 

      
9872635445362789 9368412612684369  +++++++++=

 

           結果完全一致 
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(五)、利用一元二次方程式根的次方與係數關係，使用方程式替換法

進而取代利用乘法公式解出
nn  + 的方式，可快速的找到

nn  + ，

並以方程式係數a、b來表達，又可把
nn  + 的係數找到規律及方法，

導出下一個次方的係數。 

 

(六)、在
nn  + 未知數a、b的安排也找到了固定的規律，所已可推至

nn  + 與方程式係數a、b的關係。 

    1、a每次的指數都遞減 2次，從 na 開始遞減到 0a 就結束。 

    2、b則 0b 指數每次遞增 1次，直到有 0a 的出現就結束。 

    3、a、b的次方和從n， 1−n ， 2−n ，.....有規律的每次差 1次。 

    4、 正負號的安排: 第一項前加 ( )n1− ，第二項前加 ( ) 1
1

−
−

n
，第三

項前加 ( ) 2
1

−
−

n
 ......依此類推 

 

(七)係數中的數字由高次至低次排列來規則:(如圖四及表四) 

 

 

 

 

 

 

 

 

                       

 

                         ▲圖(四) 

    

 

 

規律: 

1  

 2 

得 3 

 

＋ 
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▼表(四) 

 +  1 0 0 0    

22  +  1 2 0 0    

33  +  1 3 0 0    

44  +  1 4 2 0    

55  +  1 5 5 0    

66  +  1 6 9 2    

77  +  1 7 14 7 0   

88  +  1 8 20 16 2   

 

(八)、在驗證途中，發現推出了巴斯卡三角形係數及二項式定理，也

更加證明了此係數安排是正確的，可稱為完美，所以本組稱它為「完

美係數」。 
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六、評鑑與檢討 

    從這次研究中，讓本組成長很多，以下依本組各研究階段遇到    

的問題一一作檢討： 

（一）研究動機: 

    一開始本組找不到適合的題目，看了許多歷屆作品，決定了數學

項目。後來發現一元二次方程式的題目，跟數學老師討論過後，終於

決定好主題。 

（二）擬定正式計畫、研究問題及工作進度表: 

在擬定正式計畫及工作進度表時，遇到了排版的問題，因為本組

都不是電腦好手，所以遇到了一些瓶頸：像是不知道如何打表格、改

變它的樣式和怎樣在word排版較美觀；另外，在撰寫研究紀錄時，本

組遇到了有關工作分配與研究進度等編排問題，在經過一番協調後，

總算是分配好了工作進度等難題，開始本組的研究，讓我們知道溝通

協調及團隊合作的重要。 

（三）彙整相關文獻: 

    因為找到的資料太過於繁複，所以需要修改與刪除，不過不知道

該刪掉哪些部分，所以苦惱好一陣子，還好有老師從旁指導，讓我們

學到如何刪減及統整資料。 

（四）資料分析: 

    在計算過程中，我們也遇到了不少的難題，還好有老師協助才能

完成研究，讓我們知道尋求幫助的重要；計算也花費了不少的時間，

這也讓我們知道耐心有多麼的重要；另外，我們需要反覆的做計算和

記錄那些結果，而且有一個小差錯也不行，因為這樣可能造成計算結

果不準確，所以細心很重要。最後，平常容易書寫的數學算式，卻不

知道如何打在電腦上，還好經過老師指導，知道了「方程式編輯器」

才完成難題，又讓我們多學到一招。   

（五）研究結果與討論: 

    本組雖然花費了許多心力和力氣來做計算，但在克服難題之後，

是有成就感的，對於數學及獨立研究都有進一步的了解跟興趣。 
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