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倒來倒去-有趣的倒水問題之探討與研究 

 

彰化縣 107 年度國民中小學學生獨立研究作品徵選 

作品說明書 

第一階段 研究訓練階段 

一、近二年學校獨立研究課程之規劃 

學期\年級 三年級 四年級 五年級 六年級 

上學期 專題研究 專題研究 獨立研究 獨立研究 

下學期 專題研究 獨立研究 獨立研究 獨立研究 

二、學校如何提供該生獨立研究訓練 

1.三年級安排專題研究，由老師安排適合學生程度之主題進行探索，

並將未來進行獨立研究所需之相關技能安排於課程中，希望學生能透

過探索主題的過程學會發現問題、解決問題、尋求資源、資料的歸納

延伸、相關資訊處理等能力。 

2.四年級上學期分組進行專題研究，藉由討論決定研究主題，運用 

三年級所學之能力分組完成專題研究。 

3.四年級下學期分組進行獨立研究，過程中除更加熟悉研究所需相關

能力外，更強調獨立研究所需之主動性與問題解決。 

4.五、六年級依據學生特質、研究性質採分組或個別形式進行獨立研

究，除強調研究產出外，更加強檢討與批判，對於完成作品與研究進

行反思。 

 第二階段 獨立研究階段 



一、研究動機 

   在我四年級時，我正在看數學漫畫，突然看到一個很奇怪的題目:

小明有一個四公升的杯子和一個七公升的杯子，還有一個容積一百公

升的水缸，並且裝滿水，如何量出一公升的水?當時我看完答案之後，

不知道怎麼算出答案的，卻不想求知，直接略過。直到現在五年級，

我剛好獨立研究想做數學，讓我開始研究倒水問題。 

二、擬定工作進度表 

進度\月份 4 月 5 月 6 月 7 月 8 月 9 月 10 月 11 月 12 月 

訂定主題 ◎ ◎               

尋找資料 ◎ ◎ ◎     ◎ ◎ ◎   

整理資料   ◎        ◎     ◎ 

撰寫文書     ◎ ◎ ◎ ◎ ◎ ◎ ◎ 

進行研究           ◎ ◎     

整理報告           ◎ ◎ ◎ ◎ 

 

  



三、擬定正式計畫及研究問題 

(一)正式計畫架構 

(二)研究問題 

1.輾轉相除法和倒水問題之間要如何運算? 

2.倒水問題的題型，都可以用輾轉相除法算出答案嗎? 

3.倒水問題可以有三個以上的數字，那輾轉相除法呢? 

4.倒水問題要怎樣算比較快? 

四、彙整相關文獻 

(1)輾轉相除法 

約在西元前 300 年前後。 歐幾里得的《幾何原本》是流傳最廣

的一本著作，影響很大，只有聖經可以與它比擬，尤其是那公理化的

呈現方式，深深影響了數學這一科目的發展。歐幾里得從未聲稱《幾

何原本》哪些部分全部都沒有別人幫忙所獨創的書籍。 歐幾里得向

托勒密王答道這句話：「啊！國王！在現實世界中有兩種路，一種是



普通人走的，另一種專為國王準備的。但是，在幾何學中，不存在王

者之路！」這句話後來被引伸其義為「求知無坦途」，讓這句對話成

為傳誦千古的箴言！事實上，歷史上有很多的人，都受到《幾何原本》

的影響，例如:發明座標幾何的偉大哲學家:笛卡兒非常強調方法論，

其實他主要是受到歐幾里得而有所的啟發；或愛因斯坦 HPM 通訊的第

十卷中的第十一期中的第二版也有說：「如果歐幾裡得無法點燃你年

輕的熱情，那麼你生來就不是一位科學思想家。」 甚至連美國的女

詩人米蕾頌揚，都稱讚歐幾里得：「只有歐幾裡得見過赤裸裸的美」。

歐幾里得是最偉大的教師之一，是一流的數學寫作專家，他的曠世名

作:《幾何原本》，有蒐集了畢達哥拉斯年代與柏拉圖年代的偉大數

學成果，並且寫成十三冊，流傳後世已經達到兩千多年了。 

如果實際檢視《幾何原本》的內容，歐幾里得是用線段的長度來

表示數的大小，然後運用輾轉度量（相減）的方式，求出兩數的最大

公因數，在第 VII 卷命題 I作這樣的描述：設有不相等的二數，從大

數中連續減去小數直到餘數小於小數，再從小數中連續減去餘數直到

小於餘數，這樣一直作下去，若餘數總是量不盡其前個數，直到最後

的餘數為一個單位，則該二數互質。當某數能量盡它前面的數時，歐

幾理得在第 VII 卷命題 II 中利用線段拼量的方法，證明了這個數就

是一開始兩個數的最大公因數。 

一般的老師在講解輾轉相除法的操作運算，學生會照程式依樣畫

葫蘆地執行一下，通常沒有什麼問題，但要學生瞭解轉轉相除法運作

的原理，相對下就沒有那麼容易了。即使連受過大學教育的成人，回

顧自己以往所學過的知識時，也有多數人會對隱藏在其中的道理不甚

了了。歐幾里得的輾轉相除法，其中操作的原理和證明常常會因為每

位詮釋者所使用的表徵語言的不盡相同，有時會對認知發展還未成熟

的學生而言，是抽象難懂的！但實際檢視《幾何原本》所使用的方法，

其應用線段拼砌的度量方法，其實提供了可以具體操作的一個演譯過

程，如果去除了「歸謬證法」的論理部分，另外再加上以現代語言來



說明和圖示，不一定連小學四年級的學生都能理解。輾轉相除法又被

稱為歐幾里得算則。目前已知的最古老算則，首次出現於歐幾里得的

《幾何原本》中，在中國則可以追溯至西漢的《筭數書》。不過，由

於現傳幾何原本之版本頂多只能追溯到西元第十世紀，所以，目前可

以確定的最早版本非中國的《筭數書》莫屬！ 

輾轉相除法的應用非常多，甚至可以用來生成傳統音樂節奏。在

現代的密碼學方面，它是 RSA 演算法的非常重要的一部分。它還被用

來解丟翻圖方程式。輾轉相除法也可以用來構造連分數。輾轉相除法

是現代數論中的基本工具。  

(2)倒水問題 

古時的人還沒有科技可以供應自來水，所以就挖了很多的口井，

當取水回家時，每次所需要的水量都不同，也沒有每一種容量的容器，

所以人們就思考如何用固定的幾個桶子，取得特定的水量，而衍生出

倒水問題。而現在倒水問題被視為益智型遊戲。而倒水問題又被分成

水量無限多和水量固定不變這兩種。 

(3)質因數 

質因數就是指整除正整數的質數。依基本算術的定理，每個正整

數都可以以唯一的方式表示它的質因數的乘積，在不換順序的情況下。

1與任何正整數都是互質是因為 1沒有質因數。只有正整數只有一個

質因子的數，稱為質數。 把一個正整數表示成質因數乘積的過程加

上得到的表示結果被稱做質因數分解。 

五、提出研究成果 

研究記錄: 

情況一:a 公升的水杯和 b公升(a<b、且 a b 都為正整數)的水杯如何

量出一公升?(由於 1就可以倒出任何數，所以不做計算) 

1.b-a=1，a b 有什麼關係？(a b ≦10) 



(1)a=2、b=3，等式成立 

(2)a=3、b=4，等式成立 

(3)a=4、b=5，等式成立 

(4)a=5、b=6，等式成立 

(5)a=6、b=7，等式成立 

(6)a=7、b=8，等式成立 

(7)a=8、b=9，等式成立 

(8)a=9、b=10，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 5，再來(2)是 7，(3)是 9…， 

     所以是+2+2+2+2 的規律。 

 

 

所以是+2+2+2+2 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 1，再來(2)也是 1，(3)是也 1…， 

     所以差都是 1。 

     3.每當 a增加 1，b就要增加 1，等式才會持續成立。 

2.a+a-b=1，a b 有什麼關係？(a b ≦10) 

(1)a=2、b=3，等式成立 

(2)a=3、b=5，等式成立 

(3)a=4、b=7，等式成立 

(4)a=5、b=9，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 5，再來(2)是 8，(3)是 11…， 

     所以是+3+3+3+3 的規律。 



     2.a、b的差是由(1)從是 1，再來(2)是 2，(3)是 3…， 

     所以是+1+1+1+1 的規律。 

     3.每當 a增加 1，b就要增加 2，等式才會持續成立。 

     4.由於(1)的差是 1，所以使用第一種方法就好了。 

3.b-a+a=1，a b 有什麼關係？(a b ≦10) 

(1)a=2、b=5，等式成立 

(2)a=3、b=7，等式成立 

(3)a=4、b=9，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 7，再來(2)是 10，(3)是 13…， 

     所以是+3+3+3+3 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 3，再來(2)是 4，(3)是 5…， 

     所以是+1+1+1+1 的規律。 

     3.每當 a增加 1，b就要增加 2，等式才會持續成立。  

4.a+a+a-b-b=1，a b 有什麼關係？(a b ≦10) 

(1)a=3、b=4，等式成立 

(2)a=5、b=7，等式成立 

(3)a=7、b=10，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 7，再來(2)是 12，(3)是 17…， 

     所以是+5+5+5+5 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 1，再來(2)是 2，(3)是 3…， 

     所以是+1+1+1+1 的規律。 

     3.每當 a增加 2，b就要增加 3，等式才會持續成立。 

     4.由於(1)的差是 1，所以使用第一種方法就好了。 



情況二:a公升的水杯和 b公升(a<b、且 a b 都為正整數)的水杯如何

量出兩公升?(由於 1就可以倒出任何數，所以不做計算) 

1.b-a=2，a b 有什麼關係？(a b ≦10) 

(1)a=2、b=4，等式成立 

(2)a=3、b=5，等式成立 

(3)a=4、b=6，等式成立 

(4)a=5、b=7，等式成立 

(5)a=6、b=8，等式成立 

(6)a=7、b=9，等式成立 

(7)a=8、b=10，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 6，再來(2)是 8，(3)是 10…， 

     所以是+2+2+2+2 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 2，再來(2)也是 2，(3)是也 2…， 

     所以差都是 2。 

     3.每當 a增加 1，b就要增加 1，等式才會持續成立。 

2.a+a-b=2，a b 有什麼關係？(a b ≦10) 

(1)a=3、b=4，等式成立 

(2)a=4、b=6，等式成立 

(3)a=5、b=8，等式成立 

(4)a=6、b=10，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 7，再來(2)是 10，(3)是 13…， 

     所以是+3+3+3+3 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 1，再來(2)是 2，(3)是 3…， 

     所以是+1+1+1+1 的規律。 



     3.每當 a增加 1，b就要增加 2，等式才會持續成立。 

     4.由於(2)的差是 2，所以使用第一種方法就好了。 

3.b-(a+a)=2，a b 有什麼關係？(a b <10) 

(1)a=2、b=6，等式成立 

(2)a=3、b=8，等式成立 

(3)a=4、b=10，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 8，再來(2)是 11，(3)是 14…， 

     所以是+3+3+3+3 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 4，再來(2)是 5，(3)是 6…， 

     所以是+1+1+1+1 的規律。 

     3.每當 a增加 1，b就要增加 2，等式才會持續成立。 

4.a+a+a-b-b=2，a b 有什麼關係？(a b <10) 

(1)a=4、b=5，等式成立 

(2)a=6、b=7，等式成立 

(3)a=8、b=10，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 7，再來(2)是 12，(3)是 17…， 

     所以是+5+5+5+5 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 1，再來(2)是 2，(3)是 3…， 

     所以是+1+1+1+1 的規律。 

     3.每當 a增加 2，b就要增加 3，等式才會持續成立。 

     4.由於(1)的差是 1，所以使用第一種方法就好了。 

第三題:a公升的水杯和 b公升(a<b、且 a b 都為正整數)的水杯如何

量出三公升?(由於 1就可以倒出任何數，所以不做計算) 

1.b-a=3，a b 有什麼關係？(a b ≦10) 



(1)a=2、b=5，等式成立 

(2)a=3、b=6，等式成立 

(3)a=4、b=7，等式成立 

(4)a=5、b=8，等式成立 

(5)a=6、b=9，等式成立 

(6)a=7、b=10，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 7，再來(2)是 9，(3)是 11…， 

     所以是+2+2+2+2 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 3，再來(2)也是 3，(3)是也 3…， 

     所以差都是 3。 

     3.每當 a增加 1，b就要增加 1，等式才會持續成立。 

2.a+a-b=3，a b 有什麼關係？(a b ≦10) 

(1)a=4、b=5，等式成立 

(2)a=5、b=7，等式成立 

(3)a=6、b=9，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 9，再來(2)是 12，(3)是 15…， 

     所以是+3+3+3+3 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 1，再來(2)是 2，(3)是 3…， 

     所以是+1+1+1+1 的規律。 

     3.每當 a增加 1，b就要增加 2，等式才會持續成立。 

      4.於(3)的差是 3，所以使用第一種方法就好了。 

3.b-(a+a)=3，a b 有什麼關係？(a b ≦10) 

(1)a=2、b=7，等式成立 

(2)a=3、b=9，等式成立 



結論:1.a、b的和是由(1)從是 9，再來(2)是 12， 

     所以是+3+3+3+3 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 5，再來(2)是 6， 

     所以是+1+1+1+1 的規律。 

     3.每當 a增加 1，b就要增加 2，等式才會持續成立。 

4.a+a+a-b-b=3，a b 有什麼關係？(a b <10) 

(1)a=4、b=5，等式成立 

(2)a=6、b=7，等式成立 

(3)a=8、b=10，等式成立 

結論:1.a、b的和是由(1)從是 7，再來(2)是 12，(3)是 17…， 

     所以是+5+5+5+5 的規律。 

     2.a、b的差是由(1)從是 1，再來(2)是 2，(3)是 3…， 

     所以是+1+1+1+1 的規律。 

     3.每當 a增加 2，b就要增加 3，等式才會持續成立。 

     4.由於(1)的差是 1，所以使用第一種方法就好了。  

六、評鑑與檢討 

(1)檢討 

1.剛開始蒐集資料時，有一點迷思方向，經與同學討論後，終於找到

方向。 

2.雖有排定進度表，但有時會落後，經老師提醒後，完成進度表。 

3.組員雖有分工，但有時會沒有完成應有的進度，經提醒後才完成。  

4.剛開始研究時，時間分配不太恰當，後來才逐漸修正。 

5.研究初期組員和組長偶有溝通不良、意見不一的情況，後來逐漸培

養默契，漸入佳境。 



(2)收獲 

1.學習到如何做訂定主題、如何針對主題做資料蒐集。 

2.學習到如何訂立進度時間表。 

3.學習到當組員遇到在意見不一的時候，如何與他人溝通。 

4.學習到如何如何分配時間，完成當週的計劃。 
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