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彰化縣 108 學年度國民中小學學生獨立研究作品徵選 

作品說明書（內文） 

第一階段 研究訓練階段 

一、 近二年學校獨立研究課程之規劃 

獨立研究是資優教育具特色的一環，參與獨立研究作品甄選更

是本校推動科學教育、語文教育中的一項活動。本校的獨立研究課

程分成語文與數理兩類提供通過語文組、數理組及一般智能組學生

修習；在老師引導下，透過獨立研究過程的學習，訓練學生蒐集資

料、分析資料、統整與發表之能力；並培養學生對研究領域之專精

化程度與深入研究之精神。 

(一)抽離式資優班課程中設立獨立研究、專題研究等相關課程: 

七年級時讓資優生找出小組或個人感興趣的主題，進行研究。

八年級時將更加強調研究之完整性，檢視報告進行充實與修改，增

進研究報告撰寫與發表之能力。近幾年更將新興科技的智能車創作

融入於課程中，提升學生的創作力；此外，輔導室亦會於每年寒暑

假皆會辦理資優生的增能營隊。 

(二)對一般學生辦理研究性社團: 

本校利用社團活動時間及週六上午時間成立研究性社團(科展、

獨立研究、網界博覽會、機器人程式語言、…)，延聘校內外專業、

有經驗的老師，以團隊方式共同規劃、開辦相關研習課程。本校師

生近幾年亦相當踴躍投入縣內辦理之獨立研究競賽，數學、自然與

生活科技及人文社會類均曾獲獎，得獎學生會利用社團時間進行經

驗分享與傳承。 

(三)教師增能研習: 

    邀請獨立研究、科展相關領域教授、專家蒞校進行獨立研究、

科展的講座，期待透過指導老師的增能研習，能有更好的能力與方

式帶領學生深入探究、分析每一個議題。 
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二、 學校如何提供該生獨立研究訓練 

    資優資源班的課程透過系統化的設計，讓學生從瞭解主題方向的

擬定、資料的收集、問題的設定、資料的分析技巧、內容編輯…等，

以培養學生探究的能力。無論是資優資源班學生或是一般生，只要有

興趣者，指導老師會透過密集的引導、時間規劃的安排、小組協調，

讓參與的學生能夠自主性地完成相關研究內容。針對資源不足之處，

則由老師對外尋求協助，待作品完成後，協助學生製作簡報、訓練發

表的技巧，讓學生從整個歷程中學到不少解決問題的能力。 

第二階段 獨立研究階段 

一、 研究動機 

在國三課程機率與統計單元中，介紹了三個集中量數:算數平均 

數、中位數及眾數；其中數列的平均數易受到極端值影響，導致所

得數值可能失去真實性與代表性，我們在報導中看到這則資訊:全國

平均月薪為5萬元，但實際上大多數工作族群並未得到這樣的薪資待

遇。取而代之的中位數就來得重要許多，中位數是和位置有關的數 

值，N項數列經過排序後在正中央的數值(數列為偶數項則取第
N

2
、

N

2
+1項之平均)。在龍騰數亦優23期動手玩數學專欄中一道中位數 

與平均數的遊戲。給定三個已知數，例如：𝑎1 = 53, 𝑎2 = 13, 𝑎3 = 41，

此三個數的中位數是41。如果想讓53,13,41, 𝑎4這四個數的平均數等於

前三個數的中位數41，那麼𝑎4必須滿足 

53 + 13 + 41 + 𝑎4

4
= 41 ⇒ 𝑎4 = 57。 

若繼續想要讓 53,13,41,57 的中位數
41 + 53

2
= 47 與 53,13,41,57, 𝑎5的平 

均數相等，那麼𝑎5必須滿足 

53 + 13 + 41 + 57 + 𝑎5

5
= 47 ⇒ 𝑎5 = 71。 

如果這樣繼續下去，讓前 k 項53,13,41,57, ⋯ , 𝑎𝑘的中位數與前 k+1 項

53,13,41,57, ⋯ , 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1的平均數相等，那麼可以得到一個數列〈𝑎𝑛〉，不
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禁讓我們對此數列產生高度的好奇，在此規則運算下，數列是否存在

一定的規律?中位數與平均數最後是否趨於一致?原數列三數間的關

係又會如何影響此數列的變化呢?於是開啟我們的研究之路。 

二、 擬定正式計畫、研究問題及工作進度表 

(一) 擬定正式計畫、研究問題 

1. 利用一次加入 2 個相同數字，觀察中位數與平均數的變化與

穩定情形。 

2. 利用一次加入 4、6、3、5 個相同數字，觀察中位數與平均數

的變化與穩定情形。 

(二)工作進度表 

預定進度甘梯圖 
8/15 

8/31 

9/1 

9/15 

9/16 

9/31 

10/1 

10/15 

10/16 

10/30 

11/1 

11/7 

11/8 

11/15 

11/16 

11/23 

擬定研究問題         

尋找資源         

文獻整理與討論         

討論初步研究發現         

深入探討研究問題         

提出研究結果         

歸納研究結果         

進度累計（％） 10 20 35 50 70 80 90 100 

三、 彙整相關文獻 

    在 105 學年度台中市中小學科學展覽高中組作品《均中求穩》一

文中利用 Excel 的統計指令快速求得數列的各項數值的變化規則，試

圖探討數列中位數與平均數最後是否會相同?雖然此文獻從大量數據

中，找出某些數列的變化關係，例如:原數列𝑎1, 𝑎2, 𝑎3間如果成線性變

化，穩定值也會成線性變化；原數列為(1,1+k,1+k)~(1,1+k,2k+1)間，

穩定值有對稱的情形發生。但可惜的是文獻並未針對為何不同數列間

 ｜ ｜ ｜ ｜ ｜ ｜ ｜ ｜ 
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的穩定次數呈現不規則變化的情形說明原因，也未提出是否能從原數

列前三項就能找出最終穩定值的數學模式。基於這些原因，本研究發

現會影響到最後穩定值與穩定次數的原因有兩個:其中一個是原數列

三數間的差距比例；另一個是中位數的取值方式，當數列一次加入一

數時，將使數列產生奇、偶個數不停變動的情形，當數列是偶數項時， 

中位數取第
N

2
、

N

2
+ 1 項之平均，此時中位數是虛擬值(並未真正出現 

出現在數列中)，一旦加入一新數後，此虛擬中位數即消失，也因此導

致原數列的穩定值與穩定次數無法找出一般式。 

    於是本研究試想以加入偶數個相同數來固定數列為奇數項，讓中

位數皆為數列排序後正中央的數值，企圖改善文獻數列變化的不規則，

並從數列每一項所落在的範圍，推測數列的變化情形與原數列兩數間

的差距有關，嘗試利用不等式找範圍，探討數列的變化情形。 

文獻發現 本研究所建立的方法 

 

四、 資料分析 

(一) 名詞與符號釋義 

1. 穩定:假設原數列𝑎1 = 2, 𝑎2 = 5, 𝑎3 = 5，根據數列前 k 項的中位

數=數列前 k+1 項的平均數之運算規則，我們依序可以求得

𝑎4, 𝑎5,𝑎6, ⋯的值如下: 

Step1.  
2 + 5 + 5 + 𝑎4

4
= 5 ⇒ 𝑎4 = 5 × 4 − (2 + 5 + 5) = 8。 

將數列由小到大排列2,5,5,8的中位數為
5 + 5

2
= 5。 

Step2.  
2 + 5 + 5 + 8 + 𝑎5

5
= 5 ⇒ 𝑎5 = 5 × 5 − (2 + 5 + 5 + 8) = 5。 

將數列由小到大排列2,5,5,5,8的中位數為5。 

加 1 數 

數列穩定次數不規則 

改變每次加入的數字個數 

以兩數間的差距進行分類 

利用不等式 

探討數列變化 
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Step3.  𝑎6 = 5 × 6 − (2 + 5 + 5 + 5 + 8) = 5。 

往後依照相同的規則運算得到數列 2,5,5,8,5,5,5,5,⋯，所以我們

可以得知𝑎7 = 𝑎8 = 5，且k ≥ 5的𝑎𝑘值皆為 5 達到穩定，此即為

本研究數列穩定的意思。而在本研究中的「一次穩定」代表原

數列在加入第一組相同數字後，使新數列的平均數=原數列的

中位數，爾後再加入的二、三…組相同數字皆等於第一組相同

數字即為「一次穩定」；「n 次穩定」代表原數列在加入第 n 組

相同數字後，使新數列的平均數=原數列的中位數，爾後再加入

的 n+1、n+2…組相同數字皆等於第 n 組相同數字即為「n 次穩

定」。a、b、c指未加入數字前，原數列的三個數值。 

2. 𝑸𝒊:指加入的第 i 組數字，能使數列達到穩定，經規則運算不再

變動，此時稱所加入的數字為穩定值𝑄𝑖。例如:𝑄1代表加入的第

1 組數字，能使數列達到穩定，此時稱此數字為穩定值𝑄1。 

3. 𝒙𝒊:指在原數列中所加入的第 i 組數字。例如: 𝑥1代表在原數列

中所加入的第 1 組數字。 

4. 𝑴𝒅𝒊:指加入第 i 組數字後，數列的中位數。例如:𝑀𝑑0代表加入

第 0 組數字後，數列的中位數，此即原始數列的中位數；𝑀𝑑1

代表加入第 1 組數字後，數列的中位數。 

(二) 利用一次加入相同 2 數，找出數列的穩定狀態 

    在原文獻中，我們發現數列在加入 1 個數時，會產生數列奇、偶

個數不停改變的情況，當數列為偶數項時，中位數為一虛擬數值，不

存在於數列中，再加入 1 個數後，前一步驟求得的數列中位數即消失。

此情況下，藉由 Excel 計算公式 MEDIAN(B$1:B3)*$A4-SUM(B$1:B3)

輔助，我們可以從數據資料(如圖 4-2-1)清楚觀察到: 

○1 當原數列(1,2,2)有兩數相等時，第一次加入𝑥1 = 3，數列為(1,2,2,3) 

未達穩定；但在第二次加入𝑥2 = 2後，即能使數列達穩定狀態，爾

後只要加入 2 皆能使數列保持穩定，故我們稱此數列為二次穩定。 

○2 當原數列(1,2,3)成等差時，第一次加入數字𝑥1 = 2，即能使數列達 

到穩定狀態，我們稱此數列為一次穩定。 



6 
 

○3 當原數列三數間的差距大於1: 2時，例如:數列(1,2,14)甚至要到加入 

的第 196 組數字後才能達到穩定，可知中位數受數列奇、偶個數的

影響，導致數列穩定次數並不具有規律。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

為改善上述數列奇、偶個數不停變動而影響中位數的情形，故我

們試圖將加入數列的數字個數改變為偶數個，來固定數列為奇數項，

探究在此新情境下，數列的變化是否具有一定的規則?而在計算數列

各數值時，我們發現到所加入的數會受到原數列間差距大小改變其落

在的範圍，於是本研究就以原數列間的差距將數列進行分類，嘗試利

用不等式找範圍的方式探討數列的變化情形。首先我們就以一次加入

圖 4-2-1 一次加入 1 個數的數列穩定情形 

【黃底為數列達穩定的數值】 

原數列三數 

所加入的數值 
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2 個相同數字來進行討論。 

藉由 Excel 計算公式(MEDIAN(B$1:B3)*$A4-SUM(B$1:B3))/2 輔

助，我們可以從數據資料(如圖 4-2-2)發現到，數列穩定情形大幅改善，

且存在一定的變化規則。於是我們進一步透過下列的代數運算做更深

入的探討與整理。 

 

 

  

原數列三數 

Step1兩數 

Step2兩數 

Step3兩數 

Step4兩數 

Step5兩數 

Step6兩數 

圖 4-2-2 一次加入 2 個相同數的數列穩定情形 

【黃底為數列達穩定的數值】 

 討論步驟 
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1. 原數列𝒂 < 𝒃 = 𝒄，此時中位數為𝑴𝒅𝟎 = 𝒃 

○1 加入 2 個𝑥1 

⇒
𝑎 + 2𝑏 + 2𝑥1

5
= 𝑏 

⇒ 2𝑥1 = 5𝑏 − (𝑎 + 2𝑏) = −𝑎 + 3𝑏 

⇒ 𝑥1 =
−𝑎 + 3𝑏

2
=

2𝑏 + (𝑏 − 𝑎)

2
= 𝑏 +

𝑏 − 𝑎

2
> 𝑏 

此時數列為 

𝑎、𝑏、𝑏、
−𝑎 + 3𝑏

2
、

−𝑎 + 3𝑏

2
，𝑀𝑑1 = 𝑏 

○2 加入 2 個𝑥2 

⇒
𝑎 + 2𝑏 + 2𝑥1 + 2𝑥2

7
= 𝑏 

⇒ 2𝑥2 = 7𝑏 − (𝑎 + 2𝑏 + 2𝑥1) = 7𝑏 − 5𝑏 = 2𝑏，𝑥2 = 𝑏 = 𝑀𝑑1 

此時所加入的𝑥2即為前一數列的中位數𝑀𝑑1，故數列為二次穩定，

穩定值𝑄2 = 𝑏。 

原數列(2,4,4)為例，此時𝑎 = 2, 𝑏 = 𝑐 = 4，中位數𝑀𝑑0 = 4。 

Step1.  𝑥1 =
−2 + 3 × 4

2
= 5 > 4 

將數列由小到大排列2,4,4,5,5的中位數𝑀𝑑1 = 4。 

Step2.  2𝑥2 = 7 × 4 − (2 + 2 × 4 + 2 × 5) = 8 ⇒ 𝑥2 = 4 = 𝑀𝑑1 

所以數列(2,4,4)為二次穩定，穩定值𝑄2 = 4。 

2. 原數列𝒂 < 𝒃 < 𝒄，此時中位數為𝑴𝒅𝟎 = 𝒃 

○1 加入 2 個𝑥1 

⇒ 2𝑥1 = 5𝑏 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 4𝑏 − 𝑎 − 𝑐 = 2𝑏 + (𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏) 

⇒ 𝑥1 =
2𝑏 + (𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)

2
 

(1) 若𝒃 − 𝒂 = 𝒄 − 𝒃(等差數列)， 

𝑥1 = 𝑏 = 𝑀𝑑0，也就是說所加入的𝑥1為原數列的中位數𝑀𝑑0，故

數列為一次穩定，穩定值𝑄1 = 𝑏。 
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情況三 情況二 情況一 

情況ⅈⅈⅈ 情況ⅈⅈ 情況ⅈ 

原數列(2,4,6)為例，此時𝑎 = 2, 𝑏 = 4, 𝑐 = 6，中位數𝑀𝑑0 = 4。 

Step1.  𝑥1 =
2 × 4 + (4 − 2) − (6 − 4)

2
= 4 = 𝑀𝑑0 

所以數列(2,4,6)為一次穩定，穩定值𝑄1 = 4。 

(2) 若𝒃 − 𝒂 < 𝒄 − 𝒃 

𝑥1 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
= 𝑏 +

(𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)

2
< 𝑏 

 𝑥1的可能範圍 

      、   a    、       、 b 、 c 

 

【情況一】𝒂 < 𝒙𝟏 < 𝒃 

⇒ 𝑎 <
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
⇒ 2𝑎 < 4𝑏 − 𝑎 − 𝑐 ⇒ 3𝑎 < 4𝑏 − 𝑐 

⇒ 𝑐 − 𝑏 < 3(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑎、
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
、

4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
、𝑏、𝑐，𝑀𝑑1 =

4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
 

○2 加入 2 個𝑥2 

⇒ 2𝑥2 = 7 (
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
) − 5𝑏 =

18𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐

2
 

⇒ 𝑥2 =
18𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐

4
=

4𝑏 + 7(𝑏 − 𝑎) − 7(𝑐 − 𝑏)

4
 

∵ 𝑥2 − 𝑥1 =
10𝑏 − 5𝑎 − 5𝑐

4
=

5

4
[(𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)] < 0 ∴ 𝑥2 < 𝑥1 

 𝑥2的可能範圍 

      、   a   、        、 𝑥1 、 b 、 c 
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ⅈ. 𝒂 < 𝒙𝟐 < 𝒙𝟏 

⇒ 𝑎 <
18𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐

4
<

4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
 

⇒ 4𝑎 < 18𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐 < 8𝑏 − 2𝑎 − 2𝑐 

⇒ {
11𝑎 < 18𝑏 − 7𝑐
10𝑏 < 5𝑎 + 5𝑐

⇒ {
7(𝑐 − 𝑏) < 11(𝑏 − 𝑎)

𝑏 − 𝑎 < 𝑐 − 𝑏
⇒ 7(𝑐 − 𝑏) < 11(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑎、𝑥2、𝑥2、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
 

○3 加入 2 個𝑥3 

⇒ 2𝑥3 = 9 (
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
) −

28𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐

2
= 4𝑏 − 𝑎 − 𝑐 

⇒ 𝑥3 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
= 𝑀𝑑2 

此時所加入的𝑥3即為前一數列的中位數𝑀𝑑2，故數列為三次穩 

定，穩定值𝑄
3

=
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
。 

原數列(2,4,7)為例，此時𝑎 = 2, 𝑏 = 4, 𝑐 = 7，中位數𝑀𝑑0 = 4。 

Step1.  𝑥1 =
4 × 4 − 2 − 7

2
=

7

2
⇒ 2 < 𝑥1 < 4 

將數列由小到大排列2,
7

2
,
7

2
, 4,7的中位數𝑀𝑑1 =

7

2
。 

Step2.  𝑥2 =
18 × 4 − 7 × 2 − 7 × 7

4
=

9

4
⇒ 2 < 𝑥2 < 𝑥1 

將數列由小到大排列2,
9

4
,
9

4
,
7

2
,
7

2
, 4,7的中位數𝑀𝑑2 =

7

2
。 

Step3.  𝑥3 =
4 × 4 − 2 − 7

2
=

7

2
= 𝑀𝑑2 

所以數列(2,4,7)為三次穩定，穩定值𝑄
3

=
7

2
。 

 

ⅈⅈ. 𝒙𝟐 = 𝒂 

⇒
18𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐

4
= 𝑎 ⇒ 7(𝑐 − 𝑏) = 11(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑎、𝑎、𝑎、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
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○3 加入 2 個𝑥3 

⇒ 2𝑥3 = 9 (
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
) − (2𝑎 + 5𝑏) =

26𝑏 − 13𝑎 − 9𝑐

2
 

        =
11(𝑏 − 𝑎) + 15𝑏 − 2𝑎 − 9𝑐

2
= 4𝑏 − 𝑎 − 𝑐 

⇒ 𝑥3 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
= 𝑀𝑑2 

此時所加入的𝑥3即為前一數列的中位數𝑀𝑑2，故數列為三次穩 

定，穩定值𝑄
3

=
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
。 

原數列(2,9,20)為例，此時𝑎 = 2, 𝑏 = 9, 𝑐 = 20，中位數𝑀𝑑0 = 9。 

Step1.  𝑥1 =
4 × 9 − 2 − 20

2
= 7 ⇒ 2 < 𝑥1 < 9 

將數列由小到大排列2,7,7,9,20的中位數𝑀𝑑1 = 7。 

Step2.  𝑥2 =
18 × 9 − 7 × 2 − 7 × 20

4
= 2 

將數列由小到大排列2,2,2,7,7,9,20的中位數𝑀𝑑2 = 7。 

Step3.  𝑥3 =
4 × 9 − 2 − 20

2
= 7 = 𝑀𝑑2 

所以數列(2,9,20)為三次穩定，穩定值𝑄3 = 7。 

 

ⅈⅈⅈ. 𝒙𝟐 < 𝒂 

⇒
18𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐

4
< 𝑎 ⇒ 7(𝑐 − 𝑏) > 11(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑥2、𝑥2、𝑎、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
 

○3 加入 2 個𝑥3 

同理，𝑥3 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，穩定值𝑄
3

=
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
。 
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原數列(2,4,8)為例，此時𝑎 = 2, 𝑏 = 4, 𝑐 = 8，中位數𝑀𝑑0 = 4。 

Step1.  𝑥1 =
4 × 4 − 2 − 8

2
= 3 ⇒ 2 < 𝑥1 < 4 

將數列由小到大排列2,3,3,4,8的中位數𝑀𝑑1 = 3。 

Step2.  𝑥2 =
18 × 4 − 7 × 2 − 7 × 8

4
=

1

2
⇒ 𝑥2 < 2 

將數列由小到大排列
1

2
,
1

2
, 2,3,3,4,8的中位數𝑀𝑑2 = 3。 

Step3.  𝑥3 =
4 × 4 − 2 − 8

2
= 3 = 𝑀𝑑2 

所以數列(2,4,8)為三次穩定，穩定值𝑄3 = 3。 

【情況二】𝒙𝟏 = 𝒂 

⇒
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
= 𝑎 ⇒ 𝑐 − 𝑏 = 3(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為𝑎、𝑎、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑1 = 𝑎 

○2 加入 2 個𝑥2 

⇒ 2𝑥2 = 7𝑎 − (3𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 4𝑎 − 𝑏 − 𝑐 

⇒ 𝑥2 =
4𝑎 − 𝑏 − 𝑐

2
=

4𝑎 − 𝑏 − (4𝑏 − 3𝑎)

2
=

7𝑎 − 5𝑏

2
< 𝑎 

此時數列為 

4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
、

4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
、𝑎、𝑎、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑎 

○3 加入 2 個𝑥3 

⇒ 2𝑥3 = 9𝑎 − 7𝑎 = 2𝑎，𝑥3 = 𝑎 = 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，穩定值𝑄3 = 𝑎。 

原數列(2,4,10)為例，此時𝑎 = 2, 𝑏 = 4, 𝑐 = 10，中位數𝑀𝑑0 = 4。 

Step1.  𝑥1 =
4 × 4 − 2 − 10

2
= 2 = 𝑎 

將數列由小到大排列2,2,2,4,10的中位數𝑀𝑑1 = 2。 

Step2.  𝑥2 =
7 × 2 − 5 × 4

2
= −3 ⇒ 𝑥2 < 2 
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情況ⅈⅈⅈ 情況ⅈⅈ 情況ⅈ 

將數列由小到大排列 − 3, −3,2,2,2,4,10的中位數𝑀𝑑2 = 2。 

Step3.  𝑥3 = 2 = 𝑀𝑑2 

所以數列(2,4,10)為三次穩定，穩定值𝑄3 = 2。 

【情況三】𝒙𝟏 < 𝒂 

⇒
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
< 𝑎 ⇒ 𝑐 − 𝑏 > 3(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
、

4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑1 = 𝑎 

○2 加入 2 個𝑥2 

⇒ 2𝑥2 = 7𝑎 − 5𝑏，𝑥2 =
7𝑎 − 5𝑏

2
< 𝑎 

 𝑥2的可能範圍 

      、   𝑥1    、        、 a 、 b 、 c 

 

 

ⅈ. 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 < 𝒂 

⇒
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
<

7𝑎 − 5𝑏

2
⇒ 9𝑏 − 𝑐 < 8𝑎 ⇒ 𝑐 − 𝑏 > 8(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑥1、𝑥1、𝑥2、𝑥2、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥2 =
7𝑎 − 5𝑏

2
 

○3 加入 2 個𝑥3 

⇒ 2𝑥3 = 9 (
7𝑎 − 5𝑏

2
) − 7𝑎 =

49𝑎 − 45𝑏

2
，𝑥3 =

49𝑎 − 45𝑏

4
 

∵ 𝑥3 − 𝑥2 =
49𝑎 − 45𝑏

4
−

7𝑎 − 5𝑏

2
=

35(𝑎 − 𝑏)

4
< 0  ∴ 𝑥3 < 𝑥2 

不管𝑥3在(ⅈ)𝑥1 < 𝑥3 < 𝑥2、(ⅈⅈ)𝑥3 = 𝑥1或(ⅈⅈⅈ)𝑥3 < 𝑥1，此時三數列 

{

(ⅈ)𝑥1、𝑥1、𝑥3、𝑥3、𝑥2、𝑥2、𝑎、𝑏、𝑐

(ⅈⅈ)𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥2、𝑥2、𝑎、𝑏、𝑐

(ⅈⅈⅈ)𝑥3、𝑥3、𝑥1、𝑥1、𝑥2、𝑥2、𝑎、𝑏、𝑐

的中位數𝑀𝑑3皆為𝑥2 
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○4 加入 2 個𝑥4 

⇒ 2𝑥4 = 11 (
7𝑎 − 5𝑏

2
) −

63𝑎 − 45𝑏

2
=

14𝑎 − 10𝑏

2
= 7𝑎 − 5𝑎 

⇒ 𝑥4 =
7𝑎 − 5𝑏

2
= 𝑀𝑑3 

故數列為四次穩定，穩定值𝑄
4

=
7𝑎 − 5𝑏

2
(不受原數列𝑐值影響)。 

原數列(2,4,22)為例，此時𝑎 = 2, 𝑏 = 4, 𝑐 = 22，中位數𝑀𝑑0 = 4。 

Step1.  𝑥1 =
4 × 4 − 2 − 22

2
= −4 ⇒ 𝑥1 < 2 

將數列由小到大排列 − 4, −4,2,4,22的中位數𝑀𝑑1 = 2。 

Step2.  𝑥2 =
7 × 2 − 5 × 4

2
= −3 ⇒ 𝑥1 < 𝑥2 < 2 

將數列由小到大排列 − 4, −4, −3, −3,2,4,22的中位數𝑀𝑑2 = −3。 

Step3.  𝑥3 =
49 × 2 − 45 × 4

4
= −

41

2
⇒ 𝑥3 < 𝑥1 < 𝑥2 

將數列由小到大排列 −
41

2
, −

41

2
, −4, −4, −3, −3,2,4,22的𝑀𝑑3 = −3。 

Step4.  𝑥4 =
7 × 2 − 5 × 4

2
= −3 = 𝑀𝑑3 

所以數列(2,4,22)為四次穩定，穩定值𝑄4 = −3。 

 

ⅈⅈ. 𝒙𝟐 = 𝒙𝟏 

⇒
7𝑎 − 5𝑏

2
=

4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
⇒ 8𝑎 = 9𝑏 − 𝑐 ⇒ 𝑐 − 𝑏 = 8(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
 

○3 加入 2 個𝑥3 

⇒ 2𝑥3 = 9 (
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
) − (9𝑏 − 𝑎 − 𝑐) =

18𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐

2
 

⇒ 𝑥3 =
18𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐

4
 

∵ 𝑥3 − 𝑥2 =
18𝑏 − 7𝑎 − 7𝑐

4
−

8𝑏 − 2𝑎 − 2𝑐

4
=

10𝑏 − 5𝑎 − 5𝑐

4
 

=
5

4
(2𝑏 − 𝑎 − 𝑐) =

5

4
[(𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)] < 0 
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∴ 𝑥3 < 𝑥2 

此時數列為𝑥3、𝑥3、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑
3

= 𝑥1 

○4 加入 2 個𝑥4 

⇒ 2𝑥4 = 11 (
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
) −

36𝑏 − 9𝑎 − 9𝑐

2
= 4𝑏 − 𝑎 − 𝑐 

⇒ 𝑥4 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
= 𝑀𝑑3 

故數列為四次穩定，穩定值𝑄
4

=
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
。 

原數列(2,4,20)為例，此時𝑎 = 2, 𝑏 = 4, 𝑐 = 20，中位數𝑀𝑑0 = 4。 

Step1.  𝑥1 =
4 × 4 − 2 − 20

2
= −3 ⇒ 𝑥1 < 2 

將數列由小到大排列 − 3, −3,2,4,20的中位數𝑀𝑑1 = 2。 

Step2.  𝑥2 =
7 × 2 − 5 × 4

2
= −3 ⇒ 𝑥2 = 𝑥1 

將數列由小到大排列 − 3, −3, −3, −3,2,4,20的中位數𝑀𝑑2 = −3。 

Step3.  𝑥3 =
18 × 4 − 7 × 2 − 7 × 20

4
= −

41

2
⇒ 𝑥3 < 𝑥2 = 𝑥1 

將數列由小到大排 −
41

2
, −

41

2
, −3, −3, −3, −3,2,4,20的𝑀𝑑3 = −3。 

Step4.  𝑥4 =
4 × 4 − 2 − 20

2
= −3 = 𝑀𝑑3 

所以數列(2,4,20)為四次穩定，穩定值𝑄4 = −3。 

ⅈⅈⅈ. 𝒙𝟐 < 𝒙𝟏 

⇒
7𝑎 − 5𝑏

2
<

4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
⇒ 𝑐 − 𝑏 < 8(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑥2、𝑥2、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
 

○3 加入 2 個𝑥3 

⇒ 2𝑥3 = 9 (
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
) − 7𝑎 =

36𝑏 − 23𝑎 − 9𝑐

2
 

⇒ 𝑥3 =
36𝑏 − 23𝑎 − 9𝑐

4
 

∵ 𝑥3 − 𝑥1 =
36𝑏 − 23𝑎 − 9𝑐

4
−

8𝑏 − 2𝑎 − 2𝑐

4
=

28𝑏 − 21𝑎 − 7𝑐

4
 

=
7

4
(4𝑏 − 3𝑎 − 𝑐) =

5

4
[3(𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)] < 0 
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∴ 𝑥3 < 𝑥1 

不管𝑥3在(ⅈ)𝑥2 < 𝑥3 < 𝑥1、(ⅈⅈ)𝑥3 = 𝑥2或(ⅈⅈⅈ)𝑥3 < 𝑥2，此時三數列 

{

(ⅈ)𝑥2、𝑥2、𝑥3、𝑥3、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐

(ⅈⅈ)𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐

(ⅈⅈⅈ)𝑥3、𝑥3、𝑥2、𝑥2、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐

的中位數𝑀𝑑3皆為𝑥1 

○4 加入 2 個𝑥4 

同理，𝑥4 =
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
= 𝑀𝑑3 

故數列為四次穩定，穩定值𝑄
4

=
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
。 

原數列(2,4,16)為例，此時𝑎 = 2, 𝑏 = 4, 𝑐 = 16，中位數𝑀𝑑0 = 4。 

Step1.  𝑥1 =
4 × 4 − 2 − 16

2
= −1 ⇒ 𝑥1 < 2 

將數列由小到大排列 − 1, −1,2,4,16的中位數𝑀𝑑1 = 2。 

Step2.  𝑥2 =
7 × 2 − 5 × 4

2
= −3 ⇒ 𝑥2 < 𝑥1 

將數列由小到大排列 − 3, −3, −1, −1,2,4,16的中位數𝑀𝑑2 = −1。 

Step3.  𝑥3 =
36 × 4 − 23 × 2 − 9 × 16

4
= −

23

2
⇒ 𝑥3 < 𝑥2 

將數列由小到大排列 −
23

2
, −

23

2
, −3, −3, −1, −1,2,4,16的𝑀𝑑3 = −1。 

Step4.  𝑥4 =
4 × 4 − 2 − 16

2
= −1 = 𝑀𝑑3 

所以數列(2,4,16)為四次穩定，穩定值𝑄4 = −1。 

 

 小結論 

    為突破文獻中位數容易受數列奇、偶個數影響的情形，導致穩定

狀態不具規律，故本研究改為一次加入 2 個相同數，使得新數列的項

數固定為奇數項，也就是說中位數確實存在於數列中，來探討數列的

穩定狀態。藉由 Excel 的數據分析輔助，在原數列(a,b,c)間的差距大

小分類下，透過不等式的方式逐一討論，彙整結果如下: 

1. 原數列存在兩數相同(𝑎 < 𝑏 = 𝑐) 



17 
 

數列為二次穩定，且穩定值為𝑏。 

2. 原數列成等差(𝑏 − 𝑎 = 𝑐 − 𝑏) 

數列為一次穩定，且穩定值為𝑏(等差中項)。 

3. 原數列間的差距不相等(𝑏 − 𝑎 < 𝑐 − 𝑏) 

(1) 𝑐 − 𝑏 < 3(𝑏 − 𝑎) 

      數列為三次穩定，且穩定值為
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
，即所加入的第一 

 組數字。 

(2) 𝑐 − 𝑏 = 3(𝑏 − 𝑎)  

數列為三次穩定，且穩定值為𝑎。 

(3) 𝑐 − 𝑏 > 3(𝑏 − 𝑎) 

(i) 𝑐 − 𝑏 > 8(𝑏 − 𝑎) 

數列為四次穩定，穩定值為
7𝑎 − 5𝑏

2
，其值只受原數列最 

小或最大兩數之影響。 

(ii) 𝑐 − 𝑏 ≤ 8(𝑏 − 𝑎) 

數列為四次穩定，且穩定值為
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
。 

(三) 利用一次加入 4 個相同數，找出數列的穩定狀態 

    接續研究(二)一次加入 2 個相同數的方法，來探討數列一次加入

4 個相同數時，其穩定狀態是否存在相同的規則。 

1. 原數列𝒂 < 𝒃 = 𝒄，此時𝑴𝒅𝟎 = 𝒃 

○1 加入 4 個𝑥1 

⇒ 4𝑥1 = 7𝑏 − (𝑎 + 2𝑏) = −𝑎 + 6𝑏 

⇒ 𝑥1 =
−𝑎 + 5𝑏

4
=

4𝑏 + (𝑏 − 𝑎)

4
= 𝑏 +

𝑏 − 𝑎

4
> 𝑏 

此時數列為𝑎、𝑏、𝑏、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1，𝑀𝑑1 =
−𝑎 + 5𝑏

4
 

○2 加入 4 個𝑥2 

⇒ 4𝑥2 = 11 (
−𝑎 + 5𝑏

4
) − 7𝑏 =

−11𝑎 + 27𝑏

4
，𝑥2 =

−11𝑎 + 27𝑏

16
 

∵ 𝑥2 − 𝑥1 =
−7𝑎 + 7𝑏

16
=

7

16
(𝑏 − 𝑎) > 0  ∴ 𝑥2 > 𝑥1 
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情況三 情況二 情況一 

此時數列為𝑎、𝑏、𝑏、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 4 個𝑥3 

⇒ 4𝑥3 = 15𝑥1 − (𝑎 + 2𝑏 + 4𝑥1 + 4𝑥2) = −𝑎 + 5𝑏 

⇒ 𝑥3 =
−𝑎 + 5𝑏

4
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
−𝑎 + 5𝑏

4
。 

2. 原數列𝒂 < 𝒃 < 𝒄，此時𝑴𝒅𝟎 = 𝒃 

○1 加入 4 個𝑥1 

⇒ 4𝑥1 = 7b − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 6𝑏 − 𝑎 − 𝑐 = 4𝑏 + (𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏) 

⇒ 𝑥1 =
4𝑏 + (𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)

4
 

(1) 若𝒃 − 𝒂 = 𝒄 − 𝒃(等差數列)， 

𝑥1 = 𝑏 = 𝑀𝑑0，故數列為一次穩定，且穩定值𝑄1 = 𝑏。 

(2) 若𝒃 − 𝒂 < 𝒄 − 𝒃 

𝑥1 =
4𝑏 + (𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)

4
= 𝑏 +

(𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)

4
< 𝑏 

 𝑥1的可能範圍 

      、   a    、       、 b 、 c 

 

【情況一】𝒂 < 𝒙𝟏 < 𝒃 

⇒ 𝑎 <
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
⇒ 4𝑎 < 6𝑏 − 𝑎 − 𝑐 ⇒ 𝑐 − 𝑏 < 5(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑎、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑1 =
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
 

○2 加入 4 個𝑥2 

⇒ 4𝑥2 = 11𝑥1 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 4𝑥1) =
38𝑏 − 11𝑎 − 11𝑐

4
 

⇒ 𝑥2 =
38𝑏 − 11𝑎 − 11𝑐

16
=

16𝑏 + 11(𝑏 − 𝑎) − 11(𝑐 − 𝑏)

16
 

∵ 𝑥2 − 𝑥1 =
7

16
[(𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)] < 0 ∴ 𝑥2 < 𝑥1 
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情況ⅈⅈⅈ 情況ⅈⅈ 情況ⅈ 

 𝑥2的可能範圍 

      、   a   、        、 𝑥1 、 b 、 c 

 

ⅈ. 𝒂 < 𝒙𝟐 < 𝒙𝟏 

⇒ 𝑎 <
38𝑏 − 11𝑎 − 11𝑐

16
 

⇒ 16𝑎 < 38𝑏 − 11𝑎 − 11𝑐 ⇒ 11(𝑐 − 𝑏) < 27(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為𝑎、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 4 個𝑥3 

⇒ 4𝑥3 = 15𝑥1 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 4𝑥1 + 4𝑥2) = 6𝑏 − 𝑎 − 𝑐 

⇒ 𝑥3 =
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
。 

ⅈⅈ. 𝒙𝟐 = 𝒂 

⇒
38𝑏 − 11𝑎 − 11𝑐

16
= 𝑎 ⇒ 11(𝑐 − 𝑏) = 27(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 4 個𝑥3 

⇒ 4𝑥3 = 15𝑥1 − (5𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 4𝑥1) = 6𝑏 − 𝑎 − 𝑐 

⇒ 𝑥3 =
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
。 

ⅈⅈⅈ. 𝒙𝟐 < 𝒂 

⇒
38𝑏 − 11𝑎 − 11𝑐

16
< 𝑎 ⇒ 11(𝑐 − 𝑏) > 27(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑎、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 4 個𝑥3 

同理，𝑥3 =
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
。 
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【情況二】𝒙𝟏 = 𝒂 

⇒
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
= 𝑎 ⇒ 𝑐 − 𝑏 = 5(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑1 = 𝑎 

○2 加入 4 個𝑥2 

⇒ 4𝑥2 = 11𝑎 − (5𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 6𝑎 − 𝑏 − 𝑐 

⇒ 𝑥2 =
6𝑎 − 𝑏 − 𝑐

4
<

6𝑎 − 2𝑎

4
= 𝑎 

此時數列為𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑎 

○3 加入 4 個𝑥3 

⇒ 4𝑥3 = 15𝑎 − (5𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 4𝑥2) = 4𝑎，𝑥3 = 𝑎 = 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，穩定值𝑄3 = 𝑎。 

【情況三】𝒙𝟏 < 𝒂 

⇒
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
< 𝑎 ⇒ 𝑐 − 𝑏 > 5(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑1 =
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
 

○2 加入 4 個𝑥2 

⇒ 4𝑥2 = 11𝑥1 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 4𝑥1) =
38𝑏 − 11𝑎 − 11𝑐

4
 

⇒ 𝑥2 =
38𝑏 − 11𝑎 − 11𝑐

16
 

∵ 𝑥2 − 𝑥1 =
7

16
[(𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)] < 0 ∴ 𝑥2 < 𝑥1 

此時數列為 

𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 4 個𝑥3 

⇒ 4𝑥3 = 15𝑥1 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 4𝑥1 + 4𝑥2) = 6𝑏 − 𝑎 − 𝑐 

⇒ 𝑥3 =
6𝑏 − 𝑎 − 𝑐

4
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄3 = 𝑎。 

(四) 利用一次加入 6 個相同數，找出數列的穩定狀態 

    由上述討論(二)和討論(三)的結果，同理可證得一次加入 6 個相

同數的數列穩定狀態，如下: 
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1. 原數列𝒂 < 𝒃 = 𝒄 

數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
−𝑎 + 7𝑏

6
。 

2. 原數列𝒂 < 𝒃 < 𝒄 

(1) 若𝒃 − 𝒂 = 𝒄 − 𝒃(等差數列)， 

數列為一次穩定，且穩定值𝑄1 = 𝑏。 

(2) 若𝒃 − 𝒂 < 𝒄 − 𝒃 

【情況一】𝒂 < 𝒙𝟏 < 𝒃 

數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
8𝑏 − 𝑎 − 𝑐

6
。 

【情況二】𝒙𝟏 = 𝒂 

數列為三次穩定，穩定值𝑄3 = 𝑎。 

【情況三】𝒙𝟏 < 𝒂 

數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
8𝑏 − 𝑎 − 𝑐

6
。 

(五) 利用一次加入 3 個相同數，找出數列的穩定狀態 

    於討論(二)至(四)一次加入偶數個相同數使數列項數固定為奇數

項，確實能有效找出數列的穩定次數與穩定數值。而此時，我們不禁

好奇，一次加入奇數個相同數時，數列穩定狀態真的皆不具有規則嗎?

於是我們對一次加入 3 個數做了以下的討論: 

    當原數列一次加入 3 個相同數時，仍然存在數列為偶數項時，中

位數是正中間兩數之平均為虛擬數值的情形。在這樣的情況下，我們

先行透過 Excel 計算公式輔助，得到數據資料如圖 4-5-1，來進一步觀

察數列的穩定狀態，發現下列的情形: 
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    雖然在(1,2,3)等差數列穩定次數為一次，以及數列(1,2,4)、(1,2,5)

和(1,2,6)其穩定次數皆為三次，但其餘數列中，有數列甚至在加入第

76 組數字才達到穩定，如數列(1,2,11)，有的更是在加了 170 組數字

後才達到穩定，如數列(1,2,9)。由此可知，當原數列一次加入 3 個相

同數時，數列的穩定狀態並未具有規律。 

(六) 利用一次加入 5 個相同數，找出數列的穩定狀態 

有別於一次加入 3 個相同數不具有規律性，當一次加入 5 個相同

數時，不管𝑥1的數落在哪個範圍，我們透過數列的排列情形，可以得

知𝑀𝑑1 = 𝑥1確實存在於數列中，如下圖 4-6-1 所示，改善了數列奇、

偶個數對中位數的影響。於是我們對數列的穩定狀態做進一步的討論

圖 4-5-1 一次加入 3 個相同數的數列穩定情形 

原數列三數 

Step1三數 

Step2三數 

Step3三數 

Step12三數 

Step20三數 

Step36三數 

Step76三數 

⋮ 

⋮ 

⋮ 

…
….. 

Step170三數 

⋮ 
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如下: 

1. 原數列𝒂 < 𝒃 = 𝒄，此時𝑴𝒅𝟎 = 𝒃 

○1 加入 5 個𝑥1 

⇒ 5𝑥1 = 8𝑏 − (𝑎 + 2𝑏) = −𝑎 + 6𝑏 

⇒ 𝑥1 =
−𝑎 + 6𝑏

5
=

5𝑏 + (𝑏 − 𝑎)

5
= 𝑏 +

𝑏 − 𝑎

5
> 𝑏 

此時數列為 

𝑎、𝑏、𝑏、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1，𝑀𝑑1 =
−𝑎 + 6𝑏

5
 

○2 加入 5 個𝑥2 

⇒ 5𝑥2 = 13(
−𝑎 + 6𝑏

5
) − 8𝑏 =

−13𝑎 + 38𝑏

5
，𝑥2 =

−13𝑎 + 38𝑏

25
 

∵ 𝑥2 − 𝑥1 =
−8𝑎 + 8𝑏

25
=

8

25
(𝑏 − 𝑎) > 0 ∴ 𝑥2 > 𝑥1 

此時數列為: 

𝑎、𝑏、𝑏、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 5 個𝑥3 

⇒ 5𝑥3 = 18𝑥1 − (𝑎 + 2𝑏 + 5𝑥1 + 5𝑥2) = −𝑎 + 6𝑏 

⇒ 𝑥3 =
−𝑎 + 6𝑏

5
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
−𝑎 + 6𝑏

5
。 

2. 原數列𝒂 < 𝒃 < 𝒄，此時𝑴𝒅𝟎 = 𝒃 

○1 加入 5 個𝑥1 

⇒ 5𝑥1 = 8b − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 7𝑏 − 𝑎 − 𝑐 = 5𝑏 + (𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏) 

⇒ 𝑥1 =
5𝑏 + (𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)

5
 

𝑥1  𝑥1  𝑥1  𝑥1  𝑥1  𝑎 𝑏 𝑐 

中位數 =
𝑥1 + 𝑥1

2
= 𝑥1 

𝑎 𝑥1  𝑥1  𝑥1  𝑥1  𝑥1  𝑏 𝑐 

中位數 =
𝑥1 + 𝑥1

2
= 𝑥1 

圖 4-6-1 原數列(𝑎,𝑏,𝑐)第一次加入 5 個相同數的中位數 
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情況三 情況二 情況一 

情況ⅈⅈⅈ 情況ⅈⅈ 情況ⅈ 

(1) 若𝒃 − 𝒂 = 𝒄 − 𝒃(等差數列) 

𝑥1 = 𝑏 = 𝑀𝑑0，故數列為一次穩定，且穩定值𝑄1 = 𝑏。 

(2) 若𝒃 − 𝒂 < 𝒄 − 𝒃 

𝑥1 =
5𝑏 + (𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)

5
= 𝑏 +

(𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)

5
< 𝑏 

 𝑥1的可能範圍 

      、   a    、       、 b 、 c 

 

【情況一】𝒂 < 𝒙𝟏 < 𝒃 

⇒ 𝑎 <
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
⇒ 5𝑎 < 7𝑏 − 𝑎 − 𝑐 ⇒ 𝑐 − 𝑏 < 6(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑎、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑1 =
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
 

○2 加入 5 個𝑥2 

⇒ 5𝑥2 = 13 (
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
) − 8𝑏 =

51𝑏 − 13𝑎 − 13𝑐

5
 

⇒ 𝑥2 =
51𝑏 − 13𝑎 − 13𝑐

25
=

25𝑏 + 13(𝑏 − 𝑎) − 13(𝑐 − 𝑏)

25
 

∵ 𝑥2 − 𝑥1 =
8

25
[(𝑏 − 𝑎) − (𝑐 − 𝑏)] < 0  ∴ 𝑥2 < 𝑥1 

 𝑥2的可能範圍 

      、   a   、        、 𝑥1 、 b 、 c 

 

ⅈ. 𝒂 < 𝒙𝟐 < 𝒙𝟏 

⇒ 𝑎 <
51𝑏 − 13𝑎 − 13𝑐

25
 

⇒ 25𝑎 < 51𝑏 − 13𝑎 − 13𝑐 ⇒ 13(𝑐 − 𝑏) < 38(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 
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𝑎、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 5 個𝑥3 

⇒ 5𝑥3 = 18𝑥1 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 5𝑥1 + 5𝑥2) = 7𝑏 − 𝑎 − 𝑐 

⇒ 𝑥3 =
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
。 

ⅈⅈ. 𝒙𝟐 = 𝒂 

⇒
51𝑏 − 13𝑎 − 13𝑐

25
= 𝑎 ⇒ 13(𝑐 − 𝑏) = 38(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 5 個𝑥3 

⇒ 5𝑥3 = 18𝑥1 − (6𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 5𝑥1) = 7𝑏 − 𝑎 − 𝑐 

⇒ 𝑥3 =
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
。 

ⅈⅈⅈ. 𝒙𝟐 < 𝒂 

⇒
51𝑏 − 13𝑎 − 13𝑐

25
< 𝑎 ⇒ 13(𝑐 − 𝑏) > 38(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑎、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 5 個𝑥3 

同理，𝑥3 =
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
。 

【情況二】𝒙𝟏 = 𝒂 

⇒
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
= 𝑎 ⇒ 𝑐 − 𝑏 = 6(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑1 = 𝑎 

○2 加入 5 個𝑥2 

⇒ 5𝑥2 = 13𝑎 − (6𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 7𝑎 − 𝑏 − 𝑐 
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⇒ 𝑥2 =
7𝑎 − 𝑏 − 𝑐

5
<

7𝑎 − 2𝑎

5
= 𝑎 

此時數列為 

𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑎 

○3 加入 5 個𝑥3 

⇒ 5𝑥3 = 18𝑎 − (6𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 5𝑥2) = 5𝑎，𝑥3 = 𝑎 = 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，穩定值𝑄3 = 𝑎。 

【情況三】𝒙𝟏 < 𝒂 

⇒
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
< 𝑎 ⇒ 𝑐 − 𝑏 > 6(𝑏 − 𝑎) 

此時數列為 

𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑1 =
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
 

○2 加入 5 個𝑥2 

⇒ 5𝑥2 = 13 (
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
) − 8𝑏 =

51𝑏 − 13𝑎 − 13𝑐

5
 

⇒ 𝑥2 =
51𝑏 − 13𝑎 − 13𝑐

25
 

∵ 𝑥2 − 𝑥1 =
2

25
[4(𝑏 − 𝑎) − 4(𝑐 − 𝑏)] < 0 ∴ 𝑥2 < 𝑥1 

此時數列為 

𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥2、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑥1、𝑎、𝑏、𝑐，𝑀𝑑2 = 𝑥1 

○3 加入 5 個𝑥3 

⇒ 5𝑥3 = 18𝑥1 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 5𝑥1 + 5𝑥2) = 7𝑏 − 𝑎 − 𝑐 

⇒ 𝑥3 =
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
= 𝑀𝑑2 

故數列為三次穩定，且穩定值𝑄
3

=
7𝑏 − 𝑎 − 𝑐

5
 

    在討論(六)一次加入 5 個相同數中，突破先前一次加入 1、3 個相

同數使數列穩定狀態不規則的情形；其數列的穩定次數與穩定數值，

與一次加入 4 和 6 個相同數具有相同的規則，讓本研究有了新發現。 
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(七) 加入不同數量之相同數字，中位數的變化情形 

    由文獻與上述研究(二)至(六)的討論，我們發現: 

1. 一次加入奇數個相同數 

    數列在一次加入 1 及 3 個相同數時，受限於數列奇數或偶數項數

對中位數產生的影響，使數列穩定狀態不具規律，但在一次加入𝑛 ≥

5的奇數個數時，數列的中位數將不受數列奇數或偶數項數的影響，

且其穩定狀態與一次加入𝑛 ≥ 4的偶數個數相同。 

2. 一次加入偶數個相同數 

    本研究為使數列保持為奇數項，改善數列奇數或偶數項數對中位

數的影響，故透過一次加入偶數個相同數(2、4 和 6)來探討數列的穩

定狀態，確時能有效提升數列達到穩定的速度(穩定次數≤ 4)，也進一

步求得數列最後達到穩定數值的一般式。 

    藉由 Excel 的數據分析，將原數列(1,2,14)一次分別加入 1 至 6 個

數，觀察其中位數的變化情形，如下圖 4-7-1 所示。 

 

圖 4-7-1 原數列(1,2,24)的中位數變化情形 

【橫軸為數列的項數，縱軸為數列的中位數】 
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五、 研究結果與討論 

(一) 數列一次加入 2 個相同數的穩定狀態 

1. 原數列存在兩數相同(𝑎 < 𝑏 = 𝑐) 

數列為二次穩定，且穩定值為𝑏。 

2. 原數列成等差(𝑏 − 𝑎 = 𝑐 − 𝑏) 

數列為一次穩定，且穩定值為𝑏(等差中項)。 

3. 原數列間的差距不相等(𝑏 − 𝑎 < 𝑐 − 𝑏) 

(1) 𝑐 − 𝑏 < 3(𝑏 − 𝑎) 

數列為三次穩定，且穩定值為
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
。 

(2) 𝑐 − 𝑏 = 3(𝑏 − 𝑎) 

數列為三次穩定，且穩定值為𝑎。 

(3) 𝑐 − 𝑏 > 3(𝑏 − 𝑎) 

(i) 𝑐 − 𝑏 > 8(𝑏 − 𝑎) 

數列為四次穩定，穩定值為
7𝑎 − 5𝑏

2
。 

(ii) 𝑐 − 𝑏 ≤ 8(𝑏 − 𝑎) 

數列為四次穩定，穩定值為
4𝑏 − 𝑎 − 𝑐

2
。 

(二) 數列一次加入 n 個相同數(n ≥ 4)的穩定狀態 

1. 原數列存在兩數相同(𝑎 < 𝑏 = 𝑐) 

數列為三次穩定，且穩定值 =
(𝑛 + 1)𝑏 − 𝑎

𝑛
。 

2. 原數列成等差(𝑎 < 𝑏 < 𝑐且𝑏 − 𝑎 = 𝑐 − 𝑏) 

數列為一次穩定，且穩定值= 𝑏(等差中項)。 

3. 原數列間的差距不相等(𝑎 < 𝑏 < 𝑐且𝑏 − 𝑎 < 𝑐 − 𝑏) 

(1) 𝑎 < 𝑥1 < 𝑏 

數列為三次穩定，且穩定值 =
(𝑛 + 2)𝑏 − 𝑎 − 𝑐

𝑛
。 

(2) 𝑥1 = 𝑎 

數列為三次穩定，且穩定值 = 𝑎。 
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(3) 𝑥1 < 𝑎 

數列為三次穩定，且穩定值 =
(𝑛 + 2)𝑏 − 𝑎 − 𝑐

𝑛
。 

六、 評鑑與檢討 

(一) 研究動機的部分： 

    起初接觸到平均數、中位數與眾數這幾個統計集中量數名詞

時，僅知道它們的定義與如何求出其值，鮮少瞭解到進一步的探

究與應用。藉由這一道中位數與平均數的遊戲，啟發了我們對這

個主題相關數學概念的研究興趣，我們更學習到了在不同統計分

配下這三者的差異性，體驗到做研究需「大膽假設、小心求證」

精神，想要探討什麼?用什麼樣的方式來表達?我們一直想要找出

這個數學遊戲是否有規律?受到何限制? 

(二) 擬定正式計畫、研究問題及工作進度表的部分： 

    感謝老師的協助與督導，讓我們從暑假開始，每週至少要有

兩次的小組討論時間，每次紀錄探討項目與發現、待解決問題、

工作分配…；也因此，我們才能在時間規劃下減少延誤，如期完

成本次專題。起初階段大家猜想最後的穩定規律一定和原數列三

項的間距有關，一直朝數字間的差距比例來分類探討，始終不得

其門而入，還好有老師陪伴大家渡過這一段低潮的時間，才有後

來抽絲剝繭往影響中位數的產生方式來分析。 

(三) 彙整相關文獻的部分： 

    全國科展、小論文與網路資料並沒有很多有關中位數與平均

數的研究參考資料，應該是和它們常被應用於資料計算、分析有

關。《均中求穩》成為我們最重要的參考資料，他們利用 Excel 函

數跑出了大量資料，並找出了特定數列的穩定值的規律，但卻未

對其餘數列的穩定值無法找出數學規律作出說明。而本組便針對

此部分提出會認為影響穩定次數與穩定值的兩個原因:奇偶數個

數字的中位數產生方式、原數列三項的間距比例做進一步的延伸

探討，試圖讓數列始終維持在奇數個數字的情況下，依原數列三
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項的間距比例進一步探討並建立規則。 

(四) 資料分析的部分： 

    如同質數的出現並沒有一特定規則一般，在一次加入一個或

三個相同數字情況下，我們尚未能建立出數學一般式，但從數字

變化分析是和中位數是否真實存在數列中、抑或只是虛擬值有很

大關係。但在一次加入兩個或四個以上相同數字情況下，我們可

以找出原數列最後的穩定次數和穩定值的數學一般式，也算是大

家一起努力後的小收穫吧! 

(五) 研究結果與討論部分： 

    本組利用了不等式證明了原數列在一次加入兩個或四個以

上相同數字情況下，最後的穩定次數和穩定值有一個簡單計算方

式；但如果是原數列是四、五、六…項，在維持數列都是奇數項

的情形下是否也能找出最後的穩定次數和穩定值的數學一般式?

更是本組未來要持續努力的目標。 
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