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彰化縣 107 學年度國民中小學學生獨立研究作品徵選 

作品說明書 

 

作品編號： 32005 

 

組別： 

 

 

作品名稱：循「次」漸進- 利用次方導成公式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  □國小組 

        

  ■國中組 

  ■數學類 

  □自然與生活科技類 

  □人文社會類 
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第一階段  研究訓練階段 

一、獨立研究課程近二年學校獨立研究課程之規劃 

 (1)獨立研究課程，以帶領學生進行科展研究為主，由教師指導學 

     生從課本延伸，找尋研究題材，並設計相關實驗進行主題的探   

     究。 

  (2)學生通常要花費相當長的時間投入，是以除正式課程檢視研究 

     進度外，通常得利用假日時間返校進行研究。 

 (3)隨著彰化縣辦理獨立研究競賽，始了解獨立研究較科展而言， 

     更強調與學習的連貫性，以數學、自然與生活科技及人文科學， 

     強調延伸所學以擬定想探究的主題。 

  (4)十二年國民基本教育提倡適性揚才，讓同學透過社團課及電腦  

     課給予需要的電腦技術，及解決問方法，使學生激發求知慾， 

     解決問題。 

 

二、學校如何提供該生獨立研究訓練 

 (1)學校配合提供給學生硬體設備及教室空間，這充分給了想進行 

     研究的學生一個適合他們展現的舞台。 

  (2)學校延請教授蒞校進行獨立研究的講座，鼓勵學生人人均可嘗 

     試參與研究；並備有近年彰化縣獨立研究得獎成果冊供師生借 

     閱，更於闢有獨立研究文件專案專區，提供獨立研究方法及相 

     關訊息下載。   

  (3)指導老師亦會主動詢問，掌握其進度，使學生能把握時間，投 

     入研究；今年也進行校內初選，以提振參賽的質與量。 
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第二階段  獨立研究階段 

一、研究動機 

上數學課時，老師補充了有關於圖形樣式與規律的題目，其中

讓我們感到最好奇的一題，題目是找出一個大三角形中有多少個三角

形，我們思考了許久，最終還是只能一個一個算出來，這種方式既麻

煩又很耗時間，於是探討出這幾個三角形中到底有什麼規律，可是研

究規律有些需要高中的觀念或公式，甚至於更高深的東西，這樣我們

現階段就無法運算，所以希望找到一套更為簡單的公式來取代高深的、

沒學過的觀念，讓國中生也輕鬆能運算複雜的規律問題。  

在資優班甄選考試中，有一題數學題如下圖(A)，此題目如果利

用繪圖或是一般算法都是非常複雜及高深的，本組想找出只需要利用

一些簡易之方法來討論出答案，所以本組就以這個為研究主題。 

 

圖(A)取自台中一中97學年度數理資優鑑定試卷 

二、擬定正式計畫、研究問題及工作進度表 

擬定正式計畫 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

尋找研究主題 

擬定研究問題 

實際舉例驗證「sigma」問題 
 

查閱相關文獻 

歸納研究結果 

評鑑與討論 

撰寫研究報告 

sigma 的相關文獻 

確定研究主題 
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研究問題 

(一)探討基本類型的數列求出第 n項之規律 

(二)探討常見的例子並加以推導 

(三)探討三角形經等分點切割後的個數總和之規律 

(四)探討空間中以平面分割最多幾個區塊之規律 

工作進度表 

        時間      

工作 

8/20~ 

9/3 

9/4~ 

9/17 

9/18~ 

10/1 

10/2~ 

10/15 

10/16~ 

11/9 

11/10~ 

11/25 

11/26~ 

12/10 

擬定正式計畫及

研究問題 

       

尋找資源        

彙整相關文獻        

資料分析        

提出研究成果        

評鑑與檢討        

累積進度百分比 15% 30% 45% 50% 60% 80% 100% 

三、彙整相關文獻 

以下為本組參考之書籍： 

   

107年數學(B)商職完

全攻略 

打造 5000 名台大生

的無敵學習法 

高中 數學 級數 
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四、資料分析 

 (一)探討基本類型的數列求出第 n項之規律 

   1.從數列各項中取公差，直到取出的公差為 0. 

 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6  …… 

  1    1    1    1                   第一層公差 0 

11+1，21+1，31+1，41+1，51+1…… 

  2.從數列各項中取公差，直到取出的公差為 0 

 0 ， 3 ， 8 ，15 ， 24…… 

   3    5     7    9 

      2    2     2                   第二層公差 0 

1
2
-1，2

2
-1，3

2
-1，4

2
-1， 5

2
-1…… 

  3.從數列各項中取公差，直到取出的公差為 0 

  2 ，9 ，28 ，65 ，126  …… 

   7    19    37    61 

      12   18    24             第三層公差 0 

         6     6                 

1
3
+1, 2

3
+1, 3

3
+1, 4

3
+1,  5

3
+1 …… 

  4.從數列各項中取公差，直到取出的公差為 0 

 1 ， 7 ， 17 ， 31 ， 49 ， 71 …… 

   6   10    14    18    22 

     4     4    4     4              第二層公差 0 

1
2
+0，2

2
+3，3

2
+8，4

2
+15，5

2
+24，6

2
+35 …… 

此時發現，並無明顯規律，須把 0，3，8，15，24，35…取出再討論 

 0 ， 3  ， 8  ， 15 ， 24 ， 35…… 

3   5   7   9    11 

     2     2   2    2           第二層公差 0 

 12-1，22-1，32-1，42-1，52-1，62-1…… 
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(二)探討常見的例子並加以推導     

 1.數列 2，4，6，8，10，12，14，16，18，20......以金字塔   

 方式呈現 

                  2 

                4   6 

              8  10  12         求第n層第k數的公式? 

14  16  18  20 

…………………… 

 (1)一般的解法：(利用等差觀念) 

  2，4，6，8，10……成等差數列，且公差為 2 

第 n 層第 k 數共有 1 + 2 + 3 … + (n − 1) + k 項 

        =
[1 + (n − 1)] × (n − 1)

2
 + k =

n2 − n + 2k

2
項 

第 n 層第 k 數     2 + (
n2 − n + 2k

2
− 1) × 2 = 𝒏𝟐 − 𝐧 + 𝟐𝐤 

(2)利用次方的解法 

取第 n層第一數 

  2 ， 4 ， 8 ， 14 ， 22…… 

    2    4     6     8 

    2     2     2 

 1
2
+1，2

2
+0，3

2
-1，4

2
-2， 5

2
-3 …… 

第 n層第一數：n2+1+(n-1) ×(-1)=n2-n+2 

第 n層第 k數：n2-n+2+(k-1) ×2=n2-n+2k 
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2.求圖(n)共用了幾根火柴棒？ 

    

 

 

 

 

(圖一) 

 

 

 

 

(圖二) 

 

 

 

 

(圖三) 

 

 

 

 

(圖四) 

    (1)一般的解法:(利用遞迴關係) 

a1=4 

a2= a1+8 

a3= a2+12 

a4= a3+16 

an=an-1+4n 

an=4+8+12…+4n＝2n2+n 

𝑎𝑛 =
(4+4𝑛)×𝑛

2
＝(2n + 2) × n 

 (2)利用次方的解法 

      4 ， 12 ， 24 ， 40 …… 

         8    12    16       

            4     4 

     12+3，22+8， 32+15，42+24…… 

此時發現，並無明顯規律，須把 3，8，15，24，……取出再討論 

3 ， 8 ， 15 ， 24…… 

5    7     9 

  2     2 

12+2，22+4，32+6， 42+8 …… 

      由上述二個數列結合可得：第 n項＝2n2+2+(n-1) ×2=2n2+2n 

 

 

…… 
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3.在平面中，n條線段作多可將平面分割成多少區域？ 

  (1) 一般的解法:(利用遞迴關係) 

 

1  4 

 2 2  

a1=2 

a2=a1+2 

a3=a2+3 

a4=a3+4 

… 

an=an-1+n＝2+(2+3…+n) 

an=2+(2+3…+n) 

 =2+
(2+n)(n−1)

2
 

 =2+
𝑛2+𝑛−2

2
 

 =
𝒏𝟐+𝒏+𝟐

𝟐
 

 (2)利用次方的解法: 

  2   ，  4   ，   7   ，  11 

 

  12+1    22+0     32-2   42-5 

    ↓   ↓    ↓ 

 1      1+(-1)   1+(-1)+(-2)  1+(-1)+(-2)+(-3) 

n2+1+[(-1)+(-2)+…+-(n-1)] = n2 + 1 =
[−1+−(𝑛+1)]×(𝑛−1)

2
 

 =
𝒏𝟐+𝒏+𝟐

𝟐
 

(三)探討三角形經等分點切割後的個數總和 

1.偶數層 

邊長為 4等分切割有 3個等分點，共 4層 

 

正立的三角形 個數 倒立的三角形 個數 

6 

5 

4 

2 

3 

7 
3 

 

1 
11 

1 

10 9 
8 

7 6 

5 
4 

3 

2 
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單位面積 

1 

 1+2+3+4 

＝10 個 

單位面

積 1 

 1+2+3 

＝6個 

單位面積 

4 

 1+2+3 

＝6個 

單位面

積 4 

 1 個 

 

單位面積 

9 

 1+2 

＝3個 

  

單位面積

16 

 1 個   

→此三角形共有 42+(1+2+3)+22+1＝27 個大小不同的三角形。 

由上述可推論，偶數層三角形中，大小不同的三角形個數總和為奇數

層疊加至該層數的值，加上偶數層之層數平方相加。 

表(一) 延伸推廣其他偶數層 

2層 4 層 6 層 8 層 10 層 

22 

1 

42 

1+2+3 

22 

1 

62 

1+2+3+4+5 

42 

1+2+3 

22 

1 

82 

1+2+3+4+…+7 

62 

1+2+3+4+5 

42 

1+2+3 

22 

1 

102 

1+2+3+4+…+9 

82 

1+2+3+4+…+7 

62 

1+2+3+4+5 

42 

1+2+3 

22 

1 

共 5個 共 27 個 共 78 個 共 170 個 共 315 個 

 因此由上表(一)推導第 n個偶數(2n 層)共有幾個之通式 

(1)一般的解法:(利用∑總和公式) 

總和＝[22 + 42 + 62…+(2𝑛)2]+1+6+15 +[1+2+3…+(2n-1)] 

○1  22+42…+(2𝑛)2＝22(12+22…+𝑛2)＝4× ∑ 𝑘2𝑛
𝑘＝1
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○2   a1+a2…+an=∑ 2𝑘2 − 𝑘
𝑛

𝑘=1
=2∑ 𝑘2 −

𝑛

𝑘=1
∑ 𝑘𝑛

𝑘=1  

𝑎1＝1 

𝑎2＝6＝1 + 5 

𝑎3＝15＝1 + 5 + 9 

𝑎4＝28＝1 + 5 + 9 + 13 

𝑎𝑘  = 1 + 5 + 9 … + (4k − 3) 

𝑎𝑘  =
(1 + 4𝑘 − 3) × 𝑘

2
 = 2𝑘2 − k 

a1+a2…+an=∑ 2𝑘2 − 𝑘
𝑛

𝑘=1
=2∑ 𝑘2 −

𝑛

𝑘=1
∑ 𝑘𝑛

𝑘=1  

○1 ＋○2 = 6 ∑ 𝑘2𝑛

𝑘=1
-∑ 𝑘𝑛

𝑘=1 =6×
n(n+1)(2n+1)

6
−

𝑛(𝑛+1)

2
=

𝟒𝐧𝟑+𝟓𝒏𝟐+𝒏

𝟐
 

(2)利用次方的解法 

   5 ， 27 ， 78 ， 170 ， 315 …… 

      22    51    92     145 

         29    41     53 

            12     12 

   13+4，23+19，33+51，43+106，53+190…… 

此時發現，並無明顯規律，把 4，19，51，106，190 …取出再討論 

4 ， 19 ， 51 ， 106 ， 190…… 

15    32    55     84 

         17    23    29 

             6     6 

   13+3，23+11，33+24，43+42，53+65…… 

此時發現，並無明顯規律，把 3，11，24，42，65 …取出再討論 

 

   3 ， 11 ，  24 ，  42 ， 65…… 

      8    13     18     23 

          5     5      5 

   12+2，22+7，32+15，42+26，52+30…… 

此時發現，並無明顯規律，把 2，7，15，26，40……取出再討論 
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   2 ， 7 ， 15 ， 26 ， 40 

  12+1，22+3，32+6，42+10，52+15 

   1，1+2，1+2+3，1+2+3+4，1+2+3+4+5 

第 n 個偶數(2n 層)之公式：2n3 + 2n2 + (1 + 2 + 3 + ⋯ + n) =

2n3 + 2n2 +
(1+𝑛)𝑛

2
=

𝟒𝒏𝟑+𝟓𝒏𝟐+𝒏

𝟐
 

2.奇數層 

2.邊長為 5等分切割有 4個等分點，共 5層 

 

正立的三角形 個數 倒立的三角形 個數 

單位面

積 1 

 1+2+3+4+5 

＝15 個 

單位面

積 1 

 1+2+3+4 

＝10 個 

單位面

積 4 

 1+2+3+4 

＝10 個 

單位面

積 4 

 1+2 

＝3個 

單位面

積 9 

 1+2+3 

＝6個 

  

單位面

積 16 

 1+2 

＝3個 

  

單位面

積 25 

 1 個   

此三角形共有 52+(1+2+3+4)+32+(1+2)+12＝48個大小不同的三角形。 

由上述可推論，奇數層三角形中，大小不同的三角形個數總

和為奇數層之層數平方相加，加上偶數層之疊加至該層數的值。 
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  表(二) 延伸推廣其他奇數層 

   1 層 3 層 5 層 7 層 9 層 

12 32 

1+2 

12 

52 

1+2+3+4 

32 

1+2 

12 

72 

1+2+3+4+…+6 

52 

1+2+3+4 

32 

1+2 

12 

92 

1+2+3+4+…+8 

72 

1+2+3+4+…+6 

52 

1+2+3+4 

32 

1+2 

12 

共 1個 共 13 個 共 48 個 共 118 個 共 235 個 

    因此由上表(二)推導第 n個奇數(2n-1 層)共有幾個之通式 

(1) 一般的解法:(利用∑總和公式) 

總和=﹝12+32+52…+﹙2n-12﹚﹞+3+10+21…… 

○1 12+32…+(2n-1)2=﹝12+22…+(2n-12)﹞-﹝22+42…+(2n-2)2﹞ 

                =∑ 𝑘22𝑛−1

𝑘=1
-22﹝12+22…+(n-1)2﹞ 

                =∑ 𝑘22𝑛−1

𝑘=1
-4× ∑ 𝑘2𝑛−1

𝑘=1
 

○2   a1+a2…+an-1=∑ (2𝑘2 + 𝑘)
𝑛−1

𝑘=1
=2∑ 𝑘2𝑛−1

𝑘=1
+∑ 𝑘𝑛−1

𝑘=1  

a1=3 

a2=3+7 

a3=3+7+11 

ak=3+7+11…+(4k-1) =
(3+4k−1)×k

2
=2k2+k 

a1+a2…+an-1=∑ (2𝑘2 + 𝑘)
𝑛−1

𝑘=1
=2∑ 𝑘2𝑛−1

𝑘=1
+∑ 𝑘𝑛−1

𝑘=1  

○1 +○2 =∑ 𝑘22𝑛−1

𝑘=1
-2∑ 𝑘2𝑛−1

𝑘=1
+∑ 𝑘𝑛−1

𝑘=1  
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=
(2n−1)(2n−1+1)﹝2(2n−1)+1﹞

6
− 2 ×

(n−1)(n−1+1)﹝2(n−1)+1﹞

6
+

(n−1)﹝(n−1)+1﹞

2
=

𝟒𝐧𝟑−𝒏𝟐−𝒏

𝟐
 

(2)利用次方的解法 

        1 ， 13 ，  48 ，  118 ， 235…… 

           12    35     70      117 

       23    35      47 

          12      12 

        13+0，23+5，33+21，43+54 ，53+110…… 

此時發現，並無明顯規律，把 0，5，21，54，110 …取出再討論 

0 ， 5 ， 21 ， 54 ， 110 …… 

5    16    33    56 

11    17    23 

       6     6 

13-1，23-3，33-6，43-10，53-15…… 

第 n個奇數(2n-1 層)之公式：2n3-(1+2…+n) =2n3-
(1+𝑛)𝑛

2
 

       =
𝟒𝒏𝟑−𝒏𝟐−𝒏

𝟐
 

(四)探討空間中以平面分割最多區塊之規律 

 

圖(B)取自台中一中97 學年度數理資優鑑定試卷 

 1.一般的解法 

刀數 1 2 3  4 

平面中 2 4 7 11 

立體中 2 4 8 15 

平面中 立體中 

a1=2 

a2=a1+2 

a1=2 

a2=a1+
12+1+2

2
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a3=a2+3 

a4=a3+4 

… 

an=an-1+n 

an=2+(2+3…+n) 

=2+
(𝟐+𝐧)(𝐧−𝟏)

𝟐
=2+

𝒏𝟐+𝒏−𝟐

𝟐
 

=
𝒏𝟐+𝒏+𝟐

𝟐
 

a3=a2+
22+2+2

2
 

a4=a3+
32+3+2

2
 

an=an-1+ 
(n−1)2+(𝑛−1)+2

2
 

an=2+
[12+22+⋯+(n−1)2]

2
+

1+2+⋯+(𝑛−1)

2
+

(n−1)×2

2
 

=
𝒏𝟑+𝟓𝒏+𝟔

𝟔
 

2.利用次方的解法: 

平面數 0 1 2 3 4 5 6 7 

區塊數 1 2 4 8 15 26 42 64 

      1 ， 2 ， 4 ， 8 ， 15 ， 26 ，  42  ， 64…… 

         1    2    4    7    11    16    22 

           1    2    3    4     5     6 

1    1     1    1     1              第三層公差0 

    03+1，13+1，23-4，33-19，43-49，53-99，63-174，73-279 …… 

此時發現，並無明顯規律，把1，1，-4，-19，-49，-99，-174，-279…

取出再討論 

  1 ， 1 ， -4 ， -19 ， -49 ， -99 ，  -174 ， -279…… 

 0    -5    -15    -30    -50     -75     -105 

 

(-5)X0，(-5)X1，(-5)X3，(-5)X6，(-5)X10，(-5)X15，(-5)X21 

 0     1    1+2   1+2+3  1+2+3+4  1+2+3+4+5 1+2+3+4+5+6 

利用遞迴關係可得 

a1=1+(-5)X0 

a2=a1+(-5)X1 

a3=a2+(-5)X(1+2) 

a4=a3+(-5)X(1+2+3) 



- 14 - 
 

....... 

an=an-1+(-5)X[1+2+3+...+(n-1)] 

an=1+(-5)× ∑ (1 + 2 + 3 + ⋯ + k)n−1
k=1  

              =1+(-5)× ∑
k(k+1)

2

n−1
k=1  

              =1+(-5)×
1

2
×

n(n−1)(n+1)

3
 

              =
−5𝑛3+5𝑛+6

6
 

總結上述可的n個平面數最多可切割的區域: 

                  n3+
−5𝑛3+5𝑛+6

6
 =

𝒏𝟑+𝟓𝒏+𝟔

𝟔
 

五、研究結果與討論 

 (一)探討基本類型的數列求出第 n項之規律 

   1.從數列各項中取公差，直到取出的公差為 0 

 2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6  …… 

 1     1    1    1        第一層公差 0  

11+1，21+1，31+1，41+1，51+1…… 

    2.從數列各項中取公差，直到取出的公差為 0 

 0 ， 3 ， 8 ，15 ， 24…… 

   3    5     7    9 

     2    2     2          第二層公差 0  

1
2
-1，2

2
-1，3

2
-1，4

2
-1， 5

2
-1…… 

    3.從數列各項中取公差，直到取出的公差為 0 

 2 ， 9 ， 28 ， 65 ， 126  …… 

   7    19    37    61 

      12   18    24 

         6     6          第三層公差 0  

1
3
+1, 2

3
+1, 3

3
+1, 4

3
+1,  5

3
+1 …… 

     

第 n 項:n+1 
第一層公差
0，必跟一次方
有關 
 

第 n項:n2-1 
第二層公差
0，必跟二次
方有關 

 

第 n項:n3+1 
第三層公差
0，必跟三次方
有關 
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4.從數列各項中取公差，直到取出的公差為 0 

 1 ， 7 ， 17 ， 31 ， 49 ， 71 …… 

   6   10    14    18    22 

     4     4    4     4        第二層公差 0  

1
2
+0，2

2
+3，3

2
+8，4

2
+15，5

2
+24，6

2
+35 …… 

此時發現，並無明顯規律，須把 0，3，8，15，24，35……取出

再討論 

 0 ， 3 ， 8 ， 15 ，24 ，35…… 

3    5    7     9    11 

      2    2    2     2      第二層公差 0 

12-1，22-1，32-1，42-1，52-1，62-1…… 

(二)探討常見的例子並加以推導 

1.數列 2，4，6，8，10，12，14，16，18，20......以金字塔方式

呈現 

                  2 

                4   6 

              8  10  12         求第n層第k數的公式? 

14  16  18  20 

…………………… 

取第 n層第一數 

  2 ， 4 ， 8 ， 14 ， 22…… 

     2    4     6     8 

     2    2     2 

  1
2
+1，2

2
+0，3

2
-1，4

2
-2，5

2
-3 …… 

第 n層第一數：n2+1+(n-1) ×(-1)=n2-n+2 

第 n層第 k數：n2-n+2+(k-1) ×2=n2-n+2k 

2.求圖(n)共用了幾根火柴棒？ 

    

第二層公差
0，必跟二次
方有關，但無
明顯規律需
再討論 
關 

 

與上面數列
得到結果結
合可得 
第n項:2n2-1 
關 
 



- 16 - 
 

 

 

 

 

 

 

(圖一) 

 

 

 

 

 

 

(圖二) 

 

 

 

 

 

 

(圖三) 

 

 

 

 

 

 

(圖四) 

利用次方的解法 

      4 ， 12 ， 24 ， 40 …… 

         8    12   16       

            4   4 

      12+3，22+8， 32+15，42+24…… 

此時發現，並無明顯規律，把 3，8，15，24，……取出再討論 

3 ， 8 ， 15 ， 24…… 

5    7     9 

  2     2 

12+2，22+4，32+6，42+8 …… 

      由上述二個數列結合可得：第 n項＝2n2+2+(n-1) ×2=2n2+2n 

3.在平面中，n條線段作多可將平面分割成多少區域？ 

 

1   

 2 2  

利用次方的解法: 

2   ，  4   ，   7   ，  11 

 

12+1   22+0     32-2   42-5 

  ↓  ↓     ↓ 

  1    1+(-1)   1+(-1)+(-2)  1+(-1)+(-2)+(-3) 

n2+1+[(-1)+(-2)+…+-(n-1)] 

6

5

4

211 

3

7

3 

 

1 

…… 

11 

1 

10 9 
8 

7 6 

5 
4 

3 

2 

4 
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 = n2 + 1 =
[−1 + −(𝑛 + 1)] × (𝑛 − 1)

2
 

=
𝒏𝟐 + 𝒏 + 𝟐

𝟐
 

(三)探討三角形經等分點切割後的個數總和之規律 

 1.偶數層 

層數 2 層 4 層 6 層 8 層 10 層 

三角形總數 5 個 27個 78個 170 個 315 個 

    5 ， 27 ， 78 ， 170 ， 315 …… 

      22    51    92     145 

         29    41     53 

            12     12 

   13+4，23+19，33+51，43+106，53+190…… 

此時發現，並無明顯規律，把 4，19，51，106，190 …取出再討論 

4 ， 19 ， 51 ， 106 ， 190 …… 

      15    32    55     84 

         17    23     29 

             6     6 

   13+3，23+11，33+24，43+42，53+65…… 

此時發現，並無明顯規律，須把 3，11，24，42，65 …取出再討論 

    3 ， 11 ，  24 ，  42 ， 65…… 

       8    13     18     23 

          5     5      5 

   12+2，22+7，32+15，42+26，52+30…… 

此時發現，並無明顯規律，須把 2，7，15，26，40 …取出再討論 

   2 ， 7 ， 15 ， 26 ， 40 

 12+1，22+3，32+6，42+10，52+15 

   1， 1+2，1+2+3，1+2+3+4，1+2+3+4+5 

  第 n個偶數(2n 層)之公式： 

2n3+2n2+(1+2…+n)=2n3+2n2+
(1+𝑛)𝑛

2
＝

4𝑛3+4𝑛2

2
+

𝑛2+𝑛2

2
=

4𝑛3+5𝑛2+𝑛

2
 

   

   

  

    

   

  

    

   

  

 

 



- 18 - 
 

2.奇數層 

層數 1 層 3 層 5 層 7 層 7 層 

三角形總數 1 個 13個 48個 118個 235 個 

 1 ， 13 ，  48 ，  118 ， 235…… 

   12    35     70      117 

 23     35      47 

   12      12 

13+0，23+5 ，33+21 ，43+54 ，53+110…… 

此時發現，並無明顯規律，須把 0，5，21，54，110 …取出討論 

0 ， 5 ， 21 ， 54 ， 110 …… 

5    16    33    56 

 11    17    23 

    6     6 

13-1 ，23-3，33-6，43-10，53-15…… 

第 n個奇數(2n-1 層)之公式： 

2n3-(1+2…+n)=2n3-
(1+𝑛)𝑛

2
＝2n3-

𝑛2+𝑛2

2
=

4𝑛3−𝑛2−𝑛

2
 

(四)探討空間中以平面分割最多區塊之規律 

平面數 1 2 3 4 5 6 7 

區塊數 2 4 8 15 26 42 64 

    1 ， 2 ， 4 ， 8 ， 15 ， 26 ， 42  ，  64…… 

       1    2    4    7    11    16     22 

          1    2    3    4     5     6 

1    1    1    1      1        第三層公差0 

  03+1，13+1，23-4，33-19，43-49，53-99，63-174，73-279 …… 

此時發現，並無明顯規律，須把1，1，-4，-19，-49，-99，-174，

-279……取出再討論 

 1 ， 1  ，  -4  ，  -19  ，  -49  ，  -99  ，  -174  ，  -279…… 

   0     -5      -15      -30      -50      -75      -105 

(-5)X0，(-5)X1，(-5)X3，(-5)X6，(-5)X10，(-5)X15，(-5)X21 

     0    1   1+2   1+2+3  1+2+3+4  1+2+3+4+5  1+2+3+4+5+6 
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利用遞迴關係可得： 

             a1=1+(-5)X0 

             a2=a1+(-5)X1 

             a3=a2+(-5)X(1+2) 

             a4=a3+(-5)X(1+2+3) 

             ....... 

an=an-1+(-5)X[1+2+3+...+(n-1)] 

             an=1+(-5)× ∑ (1 + 2 + 3 + ⋯ + k)n−1
k=1  

               =1+(-5)× ∑
k(k+1)

2

n−1
k=1  

               =1+(-5)×
1

2
×

n(n−1)(n+1)

3
 

               =
−5𝑛3+5𝑛+6

6
 

總結上述可的n個平面數最多可切割的區域： 

n3+
−5𝑛3+5𝑛+6

6
 = 𝒏𝟑+𝟓𝒏+𝟔

𝟔
 

六、評鑑與檢討 

    從這次研究中，讓本組成長很多，以下依本組各研究階段遇到 

    的問題作一檢討： 

 （一）研究動機: 

            一開始本組找不到適合的題目，詢問數學老師後，數學 

        老師剛好有一個可以讓本組發揮的題目。 

  （二）擬定正式計畫、研究問題及工作進度表: 

            在擬定正式計畫及工作進度表時，遇到了排版的問題， 

        因為本組都不是電腦好手，所以遇到了一些瓶頸：像是不知 

        道如何打表格、改變它的樣式和怎樣排版較美觀。  

  （三）彙整相關文獻: 

       面臨問題與省思：因為找到的資料太過於繁複，將它們 

        全部打進會佔太大的篇幅，而且句子不通順，所以需要修改 
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        與刪除，不過不知道該刪掉哪些部分，所以苦惱好一陣子。 

  （四）資料分析: 

          因為計算出來的結果可能和本組預期的有些不同，有些 

        結果出來，本組也不知道是為什麼，本組反覆的聽指導老師 

    的解說，經過大腦努力的思考，來分析這些結果，為了能 

    讓人看起來容易理解，本組想把結果製作成表格，但因製 

    作表格的經驗足，製作表格時經常失敗，有時格式跑掉， 

    有時單用Word又做不出來，讓本組停了許久，只好把午休 

    及假日拿來製作表格，於是本組拿下課時間詢問一年級的 

    電腦老師，老師推薦OpenOffice這個編輯軟體，讓本組得以 

        製作表格。方便做比較，有了上次的經驗，這次製作長條 

        圖不再那麼棘手，得以完成資料分析這部分，趕上了進度。 

  （五）研究結果與討論 

         本組花費了許多心力和力氣來做計算，在計算過程中，  

        我們也遇到了不少的困難，但我們都一一克服了，我們在做 

    計算的時候也花費了不少的時間，這也讓我們知道耐心有多 

        麼的重要，我們需要反覆的做計算和記錄那些結果，而且有 

        一個小差錯也不行，因為這樣可能造成計算結果不準確。 
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  （三）臺中一中學數理資優班歷屆生選數學試題，97學年度，臺中 
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