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 第一階段  研究訓練階段 

一、 近二年學校獨立研究課程之規劃 

近二年，獨立研究已發展成本校資優生的必修課程，並由輔導

室負責規劃課程，其具體內容如下： 

（一）上課時段 

      國一：每週一下午第五節彈性課程時間。 

      國二：每週三下午第五節彈性課程時間。 

國三：每週三下午第五節彈性課程時間。 

（二）上課地點 

      國一：資優教室。 

            國二：生物實驗室、理化實驗室、電腦教室、圖書館、

資源教室、語文藝術教室。 

國三：資優教室。 

（三）核心能力 

1. 國一 

   在老師的引導下： 

(1) 能學會發現問題並積極蒐集相關資料。 

(2) 能學會擬定架構與分析資料。 

(3) 能統整研究資料與撰寫報告。 

2. 國二 

     資優生自己選定數學、自然與生活科技、人文社會

中，感興趣的主題，依據發現問題、資料蒐集、分

析、統整、撰寫報告之能力，完成一份獨立研究報

告。 

3. 國三 

     (1) 發現問題、資料蒐集、分析、統整、撰寫報告

之經驗傳承。 

(2) 根據獨立研究主題，培養高中科學班人才。 
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（四）上課方式 

1. 針對資優生的類別及特殊需要，將其學習經驗加以系

統化組織。 

2. 採分組教學，以安排適當的學習課程及活動，俾利資

優生學習，獨立研究強調學生經由引導後，能根據自

己的興趣，選擇研究主題，擬定研究計畫，並以適切

的研究方法，進行資料蒐集、分析與解釋，以培養其

獨立研究的能力。 

3. 每週安排一節，邀請校內各領域教師指導資優生。 

4. 安排兩次校外專家學者蒞校指導。 

5. 配合校慶舉辦成果發表。 

（五）檢核機制 

          每位資優生必須完成獨立研究作品，並在期末進行成果

報告，期間，校方也積極鼓勵資優生將其作品參與獨立

研究競賽。 

 

二、 學校如何提供該生獨立研究訓練 

（一）指導資優生訂定研究主題與資料蒐集 

指導資優生從日常生活或各領域的學習內容中，覺察自

己較感興趣的主題，接著訓練資優生自行訂定題目，與

教師討論並確認題目後，著手進行資料蒐集與研讀討論

資料內容。 

（二）指導資優生擬定研究架構與分析資料 

首先引導資優生思考研究動機，進而訂出研究目的以及

待答問題，並討論以何種研究法進行研究，最後歸納研

究心得，並能將各項討論過程系統記錄。 

（三）指導資優生統整研究資料與撰寫報告 

指導資優生能依獨立研究之摘要、主題、工作進度、研
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究問題、尋找資源、研究發現、擬定正式計畫及研究問

題、提出研究結果，以及對整個研究的評鑑與檢討，作

一系統地撰寫，提出完整研究報告。 

（四） 提供行政支援 

1. 場地支援 

校方於每日課後或假日，提供教室、討論室、實驗

室，協助研究團隊進行獨立研究。 

2. 設備支援 

因應獨立研究主題，提供必要實驗設備、模型與電腦

等研究器材，以方便研究團隊進行獨立研究。 

3. 經費支援 

              專款支付校外專家學者蒞校演講獨立研究相關主題之

演講費與差旅費。 
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 第二階段  獨立研究階段 

一、研究動機 

前一陣子，看到學長學姊為了去參加由九九文教基金會所舉辦

的 JHMC 數學競賽，練習了許多歷屆試題，看到他們如此的認真，我

們也湊過去看了看題目，看幾題後覺得很有趣，所以就跟老師拿了

幾屆試題來練習，其中在 2019 年第 17 屆 JHMC 國中數學競賽個人賽

第三回的題目，有一題引起我們的興趣，原題目內容如下：若一等

差數列，其「前 4n 項的和」比「前 n 項的和」多 180，則前 5n 項

和為多少？我們原本利用暴力解法花了很多時間才解出，後來老師

提醒我們一句話：「等差數列第 1 項到第 n 項的和，第 n+1 項到第

2n 項的和，第 2n+1 項到第 3n 項的和…依此類推可得一個新的等差

數列。」從這個方向思考解題較簡單又快速，不到五秒就解開了題

目，為了更加了解數列的奧妙，於是展開了本次的獨立研究。 

 

二、擬定正式計畫、研究問題及工作進度表 

我們的研究問題如下 

1. 一個等差(比)數列的每一項乘上一個(非 0)常數後，新數列是否

仍然是等差(比)數列，公差(比)有何變化？ 

2. 一個等差數列的每一項加上一個常數後，新數列是否仍然是等差

數列，公差有何變化？ 

3. 將二個等差數列的第 n 項相加後，新數列是否仍然是等差數列，

公差有何變化？ 

4. 將二個等比數列的第 n 項相乘後，新數列是否仍然是等比數列，

公比有何變化？ 

5. 將一個等差數列的第 1~m 項相加，第(m+1)~(2m)項相加，第

(2m+1)~(3m)項相加……形成一個新數列，新數列是否仍然是等

差數列，公差有何變化？ 

6. 將一個等比數列的第 1~m 項相乘，第(m+1)~(2m)項相乘，第
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(2m+1)~(3m)項相乘……形成一個新數列，新數列是否仍然是等

比數列，公比有何變化？ 

7. 我們將一個等差(比)數列重新排列成矩形的形狀，從中找尋新的

等差(比)數列，並探討公差(比)有何變化？ 

8. 我們將一個等差(比)數列重新以 S 形的排列方式，排列成矩形的

形狀，從中找尋新的等差(比)數列，並探討公差(比)有何變化？ 

 

（一） 第 1 週：2020 年 3 月 1 日~2020 年 3 月 7 日之進度為 

確定研究方向與主題。 

（二） 第 2 週：2020 年 3 月 8 日~2020 年 3 月 14 日之進度為 

上網收集相關資料與文獻探討。 

（三） 第 3 週：2020 年 3 月 15 日~2020 年 3 月 21 日之進度為 

學習等差(比)數列的基本性質。 

（四）第 4 週：2020 年 3 月 22 日~2020 年 3 月 28 日之進度為 

      繼續上網收集相關資料與學習等差(比)數列的基本性質。 

(五) 第 5 週：2020 年 3 月 29 日~2020 年 4 月 4 日之進度為 

      與同學討論分享一週來的收獲。 

（六）第 6 週：2020 年 4 月 5 日~2020 年 4 月 11 日之進度為 

      與老師討論大家找到的新數列。 

（七）第 7 週：2020 年 4 月 12 日~2020 年 4 月 18 日之進度為 

      繼續與老師討論大家找到的新數列。 

（八）第 8 週：2020 年 4 月 19 日~2020 年 4 月 25 日之進度為 

      學習、練習用 word 打出各種數學符號。 

（九）第 9 週：2020 年 4 月 26 日~2020 年 5 月 2 日之進度為 

      打字整理目前所發現的性質、定理。 

（十）第 10 週：2020 年 5 月 3 日~2020 年 5 月 9 日之進度為 

      探討將數列重新排成矩形的情形。 

（十一）第 11 週：2020 年 5 月 10 日~2020 年 5 月 16 日之進度為 
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      探討將數列以 S 形排列方式，重新排成矩形的情形。 

 （十二）第 12 週：2020 年 5 月 17 日~2020 年 5 月 23 日之進度為 

      彙整研究成果、撰寫獨立研究報告。 

 （十三）第 13 週：2020 年 5 月 24 日~2020 年 5 月 30 日之進度為 

     學校段考休息一週，進度暫停。 

（十四）第 14 週：2020 年 5 月 31 日~2020 年 6 月 6 日之進度為 

      彙整研究成果、撰寫獨立研究報告。 

（十五）第 15 週：2020 年 6 月 7 日~2020 年 6 月 13 日之進度為 

      評鑑、檢討、省思與收穫。 

（十六）第 16 週：2020 年 6 月 14 日~2020 年 6 月 20 日之進度為 

校內成果發表。 

 

工作進度甘特圖如下： 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

形成研究

問題 

██ 

文獻探討   ██ 

資料分析         ███████████████ 

推導一般

情形結果 

                               █████ 

撰寫研究

報告 

                            ███████ 

評鑑、檢

討、省思 

                                           █ 

校內成果

發表 

█ 
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三、彙整相關文獻 

    在寒假決定做這相關問題的研究時，我們利用網路搜尋了許多

資料，但並無發現相關的研究報告。也查了許多科展作品，同樣並

無相關的研究報告，也許我們是最早研究此問題的人。在參考網路

上一些等差(比)數列的知識後，便著手本獨立研究，尋求出新數列

並找出其公差(比)。 

 

四、資料分析 

定理 1  

如果數列a1、a2 、a3 ⋯ an 是等差數列，公差是 d，c ∈ R 

則數列ca1、ca2、ca3 ⋯ can  也是等差數列，其公差為 cd。 

證明: 

cak+1 − cak  

=c[(ak + d) − ak ] 

=c(ak + d − ak ) 

=cd 

 

定理 1.1  

如果數列a1、a2 、a3 ⋯ an  是等比數列，公比是 r，c ∈ R 

則數列ca1、ca2、ca3 ⋯ can  也是等比數列，其公比為 r。 

證明: 
cak+1

cak
= (

ak+1

ak
) = r 

 

定理 2 

如果數列a1、a2、a3 ⋯ an是等差數列，公差da；數列b1、b2、

b3 ⋯ bn是等差數列公差db。 

令c1=a1 + b1 、c2=a2 + b2 、c3=a3 + b3 ⋯ cn=an + bn 則數列c1、

c2、c3 ⋯ cn也是等差數列，公差為da+db。 
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證明: 

 ck+1 − ck 

=(ak+1 + bk+1 ) − (ak + bk ) 

=(ak+1 − ak)+(bk+1 − bk ) 

=[(ak + da) − ak ]+[(bk + db) − bk] 

=da+db 

 

推論 2.1 

如果數列a1、a2、a3 ⋯ an是等差數列公差 d；b 是個常數。令

c1=a1 + b、c2=a2 + b、c3=a3 + b ⋯ cn=an + b 則數列c1、c2、

c3 ⋯ cn也是等差數列，公差為 d。 

證明:由定理 2 令等差數列b1 = b、b2 = b、b3 = b ⋯ bn = b。 

則可得證。 

 

推論 2.2 

如果數列a11、a12、a13 ⋯ a1n是等差數列公差da1，數列a21、a22、

a23 ⋯ a2n是等差數列公差da2，數列a31、a32、a33 ⋯ a3n是等差數列

公差da3… 數列ak1、ak2、ak3 ⋯ akn是等差數列公差dak， 

令c1=a11 + a21 + a31 + ⋯ +ak1，c2=a12 + a22 + a32 + ⋯ + ak2， 

c3=a13 + a23 + a33 + ⋯ + ak3 …則數列c1、c2、c3 ⋯ cn也是等差數

列，公差為da1+da2 + da3 + ⋯ + dak。 

 

定理 2.3 

如果數列a1、a2、a3 ⋯ an是等比數列公比ra；數列b1、b2、b3 ⋯ bn

是等比數列公比rb。令c1=a1b1 、c2=a2b2 、c3=a3b3 ⋯ cn=anbn 則

數列c1、c2、c3 ⋯ cn也是等比數列，公比為rarb。 

證明: 
ck+1

ck
=

ak+1bk+1

akbk
=

ak+1

ak
×

bk+1

bk
= rarb 
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推論 2.4 

如果數列a11、a12、a13 ⋯ a1n是等比數列公比ra1，數列a21、a22、

a23 ⋯ a2n是等比數列公比ra2，數列a31、a32、a33 ⋯ a3n是等比數列

公比ra3… 數列ak1、ak2、ak3 ⋯ akn是等比數列公比rak， 

令c1=a11 × a21 × a31 × ⋯ × ak1，c2=a12 × a22 × a32 × ⋯ × ak2， 

c3=a13 × a23 × a33 × ⋯ × ak3 …則數列c1、c2、c3 ⋯ cn也是等比數

列，公比為ra1 × ra2 × ra3 × ⋯ × rak。 

 

定理 3 

如果數列a1、a2 、a3 ⋯ an 是等差數列公差是 d，則數列 

ap、ap+m、ap+2m、ap+3m ⋯ 是等差數列，其公差 md。 

證明: 

ap+(k+1)m − ap+km 

=[a1 + (p + km + m − 1)d]+[a1 + (p + km − 1)d] 

=md 

 

定理 3.1 

如果數列a1、a2 、a3 ⋯ an 是等比數列公比是 r，則數列 

ap、ap+m、ap+2m、ap+3m ⋯ 是等比數列，其公比為rm。 

證明: 

ap+(k+1)m

ap+km
=

a1∙rp+(k+1)m−1

a1∙rp+km−1
=rm 

 

定理 4 

如果數列a1、a2 、a3 ⋯ an 是等差數列公差是 d。 

我們令b1 = a1 + a2 + ⋯ + am，即原等差數列前 m 項的和。 

b2 = am+1 + am+2 + ⋯ +a2m，即原等差數列第 m+1 項到 2m 項

的和。b3 = a2m+1 + a2m+2 + ⋯ + a3m，即原等差數列第 2m+1



10 
 

項到 3m 項的和。依此類推，第 s 項bs = a(s−1)m+1 +

a(s−1)m+2 + ⋯ + asm，即原等差數列第(s-1)m+1 項到 sm 項的

和。則數列b1、b2、b3 ⋯ bp是等差數列，公差為m2d。 

證明: 

bk+1 − bk = [akm+1 + akm+2 + ⋯ + a(k+1)m]- 

[a(k−1)m+1 + a(k−1)m+2 + ⋯ + akm]= 

[akm+1 − a(k−1)m+1] + [akm+2 − a(k−1)m+2] + ⋯ + [a(k+1)m − akm] 

=md+md+md+…+md=m2d 

 

定理 4.1 

如果數列a1、a2 、a3 ⋯ an 是等比數列公比是 r。 

我們令b1 = a1 × a2 × ⋯ × am，即原等比數列前 m 項的積。 

b2 = am+1 × am+2 × ⋯ × a2m，即原等比數列第 m+1 項到 2m

項的積。b3 = a2m+1 × a2m+2 × ⋯ × a3m，即原等數列第 2m+1

項到 3m 項的積。依此類推，第 k 項bk = a(k−1)m+1 ×

a(k−1)m+2 × ⋯ × akm，即原等比數列第(k-1)m+1 項到 km 項的

積，則數列b1、b2、b3 ⋯ bp是等比數列，公比為𝑟𝑚2
。 

證明: 

bk+1

bk
=

akm+1×akm+2×⋯×a(k+1)m

a(k−1)m+1×a(k−1)m+2×⋯×akm
=

akm+1

a(k−1)m+1
×

akm+2

a(k−1)m+2
× ⋯ ×

a(k+1)m

akm
 

=rm × rm × ⋯ × rm = rm2
 

 

若數列a1、a2 、a3 ⋯ an是一個公差為 d 的等差數列，我們將它重新

排列成下面矩形的形狀(此矩形每列有 m 行)，我們發現這裡面隱藏

許多等差數列。 

a1    、     a2     、    a3     、   a4     ⋯  am 

am+1  、     am+2   、   am+3   、   am+4   ⋯  a2m 

a2m+1  、     a2m+2  、   a2m+3  、   a2m+4  ⋯  a3m 
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                             ⋮   

apm+1  、     apm+2   、  apm+3  、   apm+4  ⋯  a(p+1)(m) 

                             ⋮   

為了方便討論，我們將此等差數列所形成的矩形稱為：「矩形[A]」 

並將矩形[A]的元素重新命名。 

 

a1 = a1,1 a2 = a1,2 a3 = a1,3 ⋯ am = a1,m 

am+1 = a2,1 am+2 = a2,2 am+3 = a2,3 ⋯ a2m = a2,m 

a2m+1 = a3,1 a2m+2 = a3,2 a2m+3 = a3,3 ⋯ a3m = a3,m 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

apm+1 = a(p+1),1 apm+2 = a(p+1),2 apm+3 = a(p+1),3 ⋯ a(p+1)m = a(p+1),m 

  ⋮   

定理 5.1 

矩形[A]的任一列，都是一個等差數列，其公差為 d。 

證明：以第 s 列為例。第 s 列是as,1、as,2、as,3、⋯、as,m 

as,k+1 − as,k=a(s−1)m+(k+1) − a(s−1)m+k=d。 

 

定理 5.2 

矩形[A]的任一行，都是一個等差數列，其公差為 md。 

證明：由定理 3 可證明[A]的第 j 行a1,j、a2,j、a3,j ⋯是一等差數列。 

證明：ak+1,j − ak,j=akm+j − a(k−1)m+j=md 

 

定理 5.3 從矩形[A]的左上角向右下 45 度畫一線，經過的數成等差

數列，即a1,1、a2,2、a3,3、a4,4 ⋯成等差數列，其公差為(m+1)d。 

證明：ak+1,k+1 − ak,k=akm+k+1 − a(k−1)m+k=(m+1)d 

 

推論 5.4 從矩形[A]的右上角向左下 45 度畫一線，經過的數成等差

數列，即a1,m、a2,(m−1)、a3,(m−2)、a4,(m−3) ⋯成等差數列，其公差為
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(m-1)d。 

證明：ak+1,m−k − ak,m−k+1=akm+m−k − a(k−1)m+m−k+1=(m-1)d 

 

推論 5.5 

從矩形[A]的第 i 列 j 行ai,j開始，每隔(p-1)列，取一個數，即ai,j、

a(i+p),j、a(i+2p),j、a(i+3p),j ⋯是等差數列。其公差為 pmd。 

證明：由定理 5.2 及定理 3 可推出。 

a(i+(k+1)p),j−a(i+kp),j=a[(i+(k+1)p)−1]m+j − a[(i+kp)−1]m+j=pmd 

 

推論 5.6 

從矩形[A]的第 i 列 j 行ai,j開始，每隔(q-1)行，取一個數，即ai,j、

ai,(j+q)、ai,(j+2q)、ai,(j+3q) ⋯是等差數列。其公差為 qd。 

證明：由定理 5.1 及定理 3 可推出。 

ai,j+(k+1)q − ai,j+kq=a(i−1)m+j+(k+1)q − a(i−1)m+j+kq=qd 

 

推論 5.7 

從矩形[A]的第 i 列 j 行ai,j開始，每隔(p-1)列(q-1)行，取一個數，

即ai,j、a(i+p),(j+q)、a(i+2p),(j+2q)、a(i+3p),(j+3q) ⋯是等差數列。其公差

為(pm+q)d。 

證明：由推論 5.5 及推論 5.6 可推出。 

a(i+(k+1)p),(j+(k+1)q) − a(i+kp),(j+kq)=a(i+(k+1)p−1)𝑚+(j+(k+1)q)-

a(i+kp−1)𝑚+(j+kq)=(pm+q)d 

 

若數列b1、b2 、b3 ⋯ bn是一個公比為 r 的等比數列，我們將此等比

數列重新排列成下面矩形的形狀(此矩形每列有 m 行)，我們發現這

裡面隱藏許多等比數列。 

b1    、     b2     、    b3     、   b4     ⋯  bm 

bm+1  、     bm+2   、   bm+3   、   bm+4   ⋯  b2m 
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b2m+1  、     b2m+2  、   b2m+3  、   b2m+4  ⋯  b3m 

                             ⋮   

bpm+1  、     bpm+2   、  bpm+3  、   bpm+4  ⋯  b(p+1)(m) 

                             ⋮   

 

為了方便討論，我們將此等比數列所形成的矩形稱為：「矩形[B]」 

並將矩形[B]的元素重新命名。 

b1 = b1,1 b2 = b1,2 b3 = b1,3 ⋯ bm = b1,m 

bm+1 = b2,1 bm+2 = b2,2 bm+3 = b2,3 ⋯ b2m = b2,m 

b2m+1 = b3,1 b2m+2 = b3,2 b2m+3 = b3,3 ⋯ b3m = b3,m 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

bpm+1 = b(p+1),1 bpm+2 = b(p+1),2 bpm+2 = b(p+1),3 ⋯ b(p+1)m = b(p+1),m 

 

⋮ 

  

定理 6.1 

矩形[B]的任一列，都是一個等比數列。 

證明：以第 s 列為例。第 s 列是bs,1、bs,2、bs,3、⋯、bs,m 

bs,k+1

bs,k
=

b(s−1)m+k+1

b(s−1)m+k
= r。 

 

定理 6.2 

矩形[B]的任一行，都是一個等比數列。 

證明：由定理 3.1 可證明[B]的第 j 行b1,j、b2,j、b3,j ⋯是一等比數

列，其公比是rm 
bk+1,j

bk,j
=

bkm+j

b(k−1)m+j
= rm。 

 

定理 6.3 
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從矩形[B]的左上角向右下 45 度畫一線，經過的數成等比數列，即

b1,1、b2,2、b3,3、b4,4 ⋯等比數列，其公比為𝑟𝑚+1。 

證明：
bk+1,k+1

bk,k
=

bkm+k+1

b(k−1)m+k
= rm+1。 

 

推論 6.4 

從矩形[B]的右上角向左下 45 度畫一線，經過的數成等比數列，即

b1,m、b2,(m−1)、b3,(m−2)、b4,(m−3) ⋯ 是等比數列，其公比為𝑟𝑚−1。 

證明：
bk+1,m−k

bk,m−k+1
=

bkm+m−k

b(k−1)m+m−k+1
= rm−1。 

 

推論 6.5 

從矩形[B]的第 i 列 j 行bi,j開始，每隔(p-1)列，取一個數，即bij、

b(i+p),j、b(i+2p),j、b(i+3P),j ⋯是等比數列，其公比為rpm。 

證明：由定理 6.2 及定理 3.1 可推出。 
bi+(k+1)p,j

bi+kp,j
=

b[i+(k+1)p−1]m+j

b[i+kp−1]m+j
= rpm。 

 

推論 6.6 

從矩形[B]的第 i 列 j 行bi,j開始，每隔(q-1)行，取一個數，即bi,j、

bi,(j+q)、bi,(j+2q)、bi,(j+3q) ⋯是等比數列，其公比為rq。 

證明：由定理 6.1 及定理 3.1 可推出。 
bi,j+(k+1)q

bi,j+kq
=

b(i−1)m+(k+1)q

b(i−1)m+kq
= rq。 

 

推論 6.7 

從矩形[B]的第 i 列 j 行bij開始，每隔(p-1)列(q-1)行，取一個數，

即bi,j、b(i+p),(j+q)、b(i+2p),(j+2q)、b(i+3p),(j+3q) ⋯是等比數列，其公

比為rpm+q。 



15 
 

證明：由推論 6.5 及推論 6.6 可推出。 
bi+(k+1)p,j+(k+1)q

bi+kp,j+kq
=

b[i+(k+1)p−1]m+(k+1)q

b[i+kp−1]m+kq
=rpm+q 

 

若數列c1、c2 、c3 ⋯ cn是一個公差為 d 的等差數列，我們將它重新

以 S 形的排列方式排成下面矩形的形狀(此矩形每列有 m 行)，我們

發現這裡面隱藏許多等差數列。 

c1    、     c2   、    c3        ⋯     cm−1    、   cm 

c2m   、   c2m−1  、  c2m−2       ⋯    cm+2    、  cm+1 

c2m+1 、   c2m+2  、  c2m+3       ⋯     c3m−1   、   c3m 

c4m   、   c4m−1  、  c4m−2       ⋯     𝑐3m+2   、  c3m+1 

                             ⋮   

c2(k−1)m+1、c2(k−1)m+2、c2(k−1)m+3    ⋯  c(2k−1)m−1、 c(2k−1)m 

c2km    、  c2km−1  、 c2km−2      ⋯  c(2k−1)m+2、c(2k−1)m+1 

                             ⋮   

 

為了方便討論，我們將此等差數列所形成的矩形稱為：「矩形[C]」 

並將矩形[C]的元素重新命名。 

c1 = c1,1  c2 = c1,2  c3 = c1,3 ⋯ cm = c1,m 

c2m = c2,1  c2m−1 = c2,2  c2m−2 = c2,3 ⋯ cm+1 = c2,m 

c2m+1 = c3,1 c2m+2 = c3,2  c2m+3 = c3,3 ⋯ c3m = c3,m 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

c2(k−1)m+1 = c(2k−1),1 c2(k−1)m+2 = c(2k−1),2 c2(k−1)m+3 = c(2k−1),3 ⋯ c(2k−1)m = c(2k−1),m 

c2km = c2k,1 c2km−1 = c2k,2 c2km−2 = c2k,3 ⋯ c(2k−1)m+1 = c2k,m 

                             ⋮   

 

定理 7.1 

矩形[C]的任一列，都是一個等差數列，奇數列公差為 d，偶數列公

差為-d。 
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證明： 

奇數列為 

c2(k−1)m+1、c2(k−1)m+2、c2(k−1)m+3    ⋯  c(2k−1)m−1、 c(2k−1)m 

明顯的公差為 d 

偶數列為c2km、c2km−1、c2km−2  ⋯ c(2k−1)m+2、c(2k−1)m+1 

明顯的公差為-d 

 

定理 7.2 

從矩形[C]的第 i 列 j 行ci,j開始，每隔一列，取一個數，即ci,j、

c(i+2),j、c(i+4),j、c(i+6),j ⋯是等差數列。其公差為 2md。 

證明：當 i 是奇數時 

c(i+2(k+1)),j−c(i+2k),j=c
(

i+2k+1

2
)∙2m+j

− c
(

i+2k−1

2
)∙2m+j

 

=c(i+2k+1)m+j − c(i+2k−1)m+j=2md 

當 i 是偶數時  

c(i+2(k+1)),j−c(i+2k),j=c
(

i+2k+2

2
)∙2m−j+1

− c
(

i+2k

2
)∙2m−j+1

 

=c(i+2k+2)m−j+1 − c(i+2k)m−j+1=2md 

 

推論 7.3 

由定理 7.2 可知從矩形[C]的第 i 列 j 行ci,j開始，每隔(2p-1)列，取

一個數，即ci,j、c(i+2p),j、c(i+4p),j、c(i+6p),j ⋯是等差數列。其公差為

2pmd。 

證明： 明顯由定理 7.2 可知 

此數列的第 k+1 項為c(i+k∙2p),j，第 k 項為c(i+(k−1)∙2p),j 

當 i 是奇數時， 

c(i+k(2p)),j−c(i+(k−1)(2p)),j=c
(

i−1+k(2p)

2
)∙2m+j

− c
(

i−1+(k−1)2p

2
)∙2m+j
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=c(i−1+k(2p))m+j − c(i−1+(k−1)2p)m+j=2pmd 

當 i 是偶數時， 

c(i+k(2p)),j−c(i+(k−1)(2p)),j = c
(

i+k(2p)
2

)∙2m−j+1
− c

(
i+(k−1)(2p)

2
)∙2m−j+1

 

=c(i+k(2p))m−j+1 − c(i+(k−1)2p)m−j+1=2pmd 

 

推論 7.4 

從矩形[C]的第 i 列 j 行ci,j開始，每隔(2p-1)列(q-1)行，取一個

數，即ci,j、c(i+2p),(j+q)、c(i+4p),(j+2q)、c(i+6p),(j+3q) ⋯是等差數列。

當 i 是奇數時其公差為(2pm+q)d，當 i 是偶數時其公差為(2pm-

q)d。 

證明： 

此數列的第 k+1 項為c(i+k∙2p),(j+kq)，第 k 項為c(i+(k−1)∙2p),(j+(k−1)q) 

當 i 是奇數時， 

c(i+k(2p)),(j+kq)−c(i+(k−1)(2p)),(j+(k−1)q) 

= c
(

i−1+k(2p)
2

)∙2m+j+kq
− c

(
i−1+(k−1)2p

2
)∙2m+j+(k−1)q

 

= c(i−1+k(2p))m+j+kq − c(i−1+(k−1)2p)m+j+(k−1)q=(2pm+q)d  

當 i 是偶數時， 

c(i+k(2p)),(j+kq)−c(i+(k−1)(2p)),(j+(k−1)q) 

= c
(

i+k(2p)
2

)∙2m−j−kq+1
− c

(
i+(k−1)(2p)

2
)∙2m−j−(k−1)q+1

 

=c(i+k(2p))m−j−kq+1 − c(i+(k−1)2p)m−j−(k−1)q+1 

=(2pm-q)d 

 

若數列d1、d2 、d3 ⋯ dn是一個公比為 r 的等比數列，我們將它重新
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以 S 形的排列方式排成下面矩形的形狀(此矩形每列有 m 行)，我們

發現這裡面亦隱藏許多等比數列。 

d1    、     d2   、    d3        ⋯     dm−1    、   dm 

d2m   、   d2m−1  、  d2m−2       ⋯    dm+2    、  dm+1 

d2m+1 、   d2m+2  、  d2m+3       ⋯     d3m−1   、   d3m 

d4m   、   d4m−1  、  d4m−2       ⋯     d3m+2   、  d3m+1 

                             ⋮   

d2(k−1)m+1、d2(k−1)m+2、d2(k−1)m+3    ⋯  d(2k−1)m−1、 d(2k−1)m 

d2km    、  d2km−1  、 d2km−2      ⋯  d(2k−1)m+2、d(2k−1)m+1 

                             ⋮   

為了方便討論，我們將此等比數列以 S 形的排列方式所形成的矩形

稱為：「矩形[D]」 

並將矩形[D]的元素重新命名。 

d1 = d1,1   d2 = d1,2   d3 = d1,3 ⋯ dm = d1,m 

d2m = d2,1 d2m−1 = d2,2 d2m−1 = d2,3 ⋯ dm+1 = d2,m 

d2m+1 = d3,1 d2m+2 = d3,2  d2m+3 = d3,3 ⋯ d3m = d3,m 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

d2(k−1)m+1 = d(2k−1),1 d2(k−1)m+2 = d(2k−1),2 d2(k−1)m+3 = d(2k−1),3 ⋯ d(2k−1)m = d(2k−1),m 

d2km = d2k,1 d2km−1 = d2k,2 d2km−2 = d2k,3 ⋯ d(2k−1)m+1 = d2k,m 

                             ⋮   

 

定理 8.1 

矩形[D]的任一列，都是一個等比數列，奇數列公比為 r，偶數列公

比為
1

𝑟
。 

證明： 

奇數列為 

d2(k−1)m+1、d2(k−1)m+2、d2(k−1)m+3    ⋯  d(2k−1)m−1、 d(2k−1)m 
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明顯的公比為 r 

偶數列為d2km、d2km−1、d2km−2  ⋯ d(2k−1)m+2、d(2k−1)m+1 

明顯的公比為
1

𝑟
 

 

定理 8.2 

從矩形[D]的第 i 列 j 行di,j開始，每隔一列，取一個數，即di,j、

d(i+2),j、d(i+4),j、d(i+6),j ⋯是等比數列。其公比為r2m。 

證明：當 i 是奇數時  

d(i+2k+2),j

d(i+2k),j
=

d
[
i+2k+1

2
]2m+j

d
[
i+2k−1

2
]2m+j

=
d(i+2k+1)m+j

d(i+2k−1)m+j
= r2m 

當 i 是偶數時  

d(i+2k+2),j

d(i+2k),j
=

d(i+2k+2)m−j+1

d(j+2k)m−j+1
= r2m 

 

推論 8.3  

由定理 8.2 可知從矩形[D]的第 i 列 j 行di,j開始，每隔(2p-1)列，

取一個數，即di,j、d(i+2p),j、d(i+4p),j、d(i+6p),j ⋯是等比數列。其公

比為r2pm。 

證明：此數列的第 k+1 項為d(i+k∙2p),j，第 k 項為d(i+(k−1)∙2p),j 

當 i 是奇數時  

d(i+k∙2p),j

d(i+(k−1)2p),j
=

d
(

i−1+k∙2p
2

)∙2m+j

d
(
i−1+(k−1)∙2p

2
)2m+j

=
d(i−1+k∙2p)m+j

d(i−1+(k−1)∙2p)m+j
= r2pm 

當 i 是偶數時  

d(i+k∙2p),j

d(i+(k−1)2p),j
=

d
(

i+k∙2p
2

)∙2m−j+1

d
(

i+(k−1)∙2p
2

)2m−j+1

=
d(i+k∙2p)m−j+1

d(i+(k−1)∙2p)m−j+1
= r2pm 
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推論 8.4 

從矩形 [D]的第 i 列 j 行di,j開始，每隔(2p-1)列(q-1)行，取一個

數，即di,j、d(i+2p),(j+q)、d(i+4p),(j+2q)、d(i+6p),(j+3q) ⋯是等比數列。

當 i 是奇數時其公比為r2pm+q ，當 i 是偶數時其公比為r2pm−q。 

證明： 

此數列的第 k+1 項為d(i+k∙2p),(j+kq)，第 k 項為d(i+(k−1)∙2p),(j+(k−1)q) 

當 i 是奇數時， 

d(i+k∙2p),(j+kq)

d(i+(k−1)2p),(j+(k−1)q)
=

d
(

i−1+k∙2p
2

)∙2m+j+kq

d
(

i−1+(k−1)∙2p
2

)2m+j+(k−1)q

 

=
d(i−1+k∙2p)m+j+kq

d(i−1+(k−1)∙2p)m+j+(k−1)q
= r2pm+q 

當 i 是偶數時， 

d(i+k∙2p),(j+kq)

d(i+(k−1)2p),(j+(k−1)q)
=

d
(

i+k∙2p
2

)∙2m−j−kq+1

d
(

i+(k−1)∙2p
2

)2m−j−(k−1)q+1

 

=
d(i+k∙2p)m−j−kq+1

d(i+(k−1)∙2p)m−j−(k−1)q+1
= r2pm−q 

 

 五、研究結果與討論 

    經由上述研究，本研究發現： 

1. 一個等差數列其公差為 d，它的每一項乘上一個(非 0)常數 c

後，新數列仍然是等差數列，新數列公差變為 cd。 

2. 一個等比數列其公比為 r，它的每一項乘上一個(非 0)常數 c

後，新數列仍然是等比數列，新數列公比不變仍然是 r。 

3. 將 m 個等差數列的相對應第 n 項分別相加後，新數列仍然是等差

數列，新數列公差是 m 個原數列公差之和。 
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4. 將 m 個等比數列的相對應第 n 項分別相乘後，新數列仍然是等比

數列，新數列公比是 m 個原數列公比之積。 

5. 將一個等差數列(公差 d)的第 1~m 項相加，第(m+1)~(2m)項相

加，第(2m+1)~(3m)項相加……形成一個新數列，新數列仍然是

等差數列，新數列公差是 md。 

6.將一個等比數列(公比 r)的第 1~m 項相乘，第(m+1)~(2m)項相

乘，第(2m+1)~(3m)項相乘……形成一個新數列，新數列仍然是等

比數列，新數列公比為𝑟𝑚。 

7.將一個等差數列，我們將它重新排列成矩形的形狀，我們發現這

裡面隱藏許多等差數列。 

  此矩形的每一列、每一行都形成等差數列。從此矩形的第 i 列 j

行ai,j開始，此矩形每隔(p-1)列(q-1)行，取一個數，即ai,j、

a(i+p),(j+q)、a(i+2p),(j+2q)、a(i+3p),(j+3q) ⋯是等差數列。其公差為

(pm+q)d。 

8.將一個等比數列我們將它重新排列成矩形的形狀，我們發現這裡

面隱藏許多等比數列。 

  此矩形的每一列、每一行都形成等比數列。從此矩形的第 i 列 j

行bij開始，每隔(p-1)列(q-1)行，取一個數，即bi,j、b(i+p),(j+q)、

b(i+2p),(j+2q)、b(i+3p),(j+3q) ⋯是等比數列，其公比為rpm+q。 

9. 將一個等差數列，我們將它以 S 形排列，形成矩形的形狀，我們

發現這裡面隱藏許多等差數列。此矩形的任一列，都是一個等差

數列，奇數列公差為 d，偶數列公差為-d。從矩形[C]的第 i 列 j

行ci,j開始，每隔(2p-1)列(q-1)行，取一個數，即ci,j、

c(i+2p),(j+q)、c(i+4p),(j+2q)、c(i+6p),(j+3q) ⋯是等差數列。當 i 是奇數

時其公差為(2pm+q)d，當 i 是偶數時其公差為(2pm-q)d。 

10. 將一個等比數列，我們將它以 S 形排列，形成矩形的形狀，我

們發現這裡面隱藏許多等比數列。此矩形的任一列，都是一個等
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比數列，奇數列公比為 r，偶數列公比為
1

𝑟
。從矩形 [D]的第 i 列

j 行di,j開始，每隔(2p-1)列(q-1)行，取一個數，即di,j、

d(i+2p),(j+q)、d(i+4p),(j+2q)、d(i+6p),(j+3q) ⋯是等比數列。當 i 是奇

數時其公比為r2pm+q ，當 i 是偶數時其公比為r2pm−q。 

 

六、評鑑與檢討 

(一)尋找研究動機的出發點 

發覺問題： 

    因為我們對獨立研究十分陌生，在尋找研究題目的同時，我們

從各屆的獨立研究、科展作品找尋靈感，但全國科展的作品有一定

的難度，我們很多看不懂。花了很多時間和精力尋找相關的資料和

文獻，都找不到可以作為研究題目的資料。 

解決方法： 

    老師建議我們可從國小組的科展下手。也可從各種數學競賽的

試題找尋靈感，讓我們挖掘題目，並試著和大家討論哪些適合，哪

些不適合。 

心得收穫: 

我們學會了先討論、分享各自想法，以免大家尋的方向都不

同，到頭來一無所獲，果然，『皇天不負苦心人』，經過我們一步步

的探討，就在那份神聖的試題中，找到了我們研究的主題。老師便

讓我們利用寒假將他印出來的參考資料讀完，並試著練習題目，提

升熟悉度。 

(二)擬定正是計畫及研究問題的困難及解決方法 

發覺問題： 

    獨立研究剛開始時，有許多觀念、定義要統整，滿頭問號的我

們只能一昧聆聽老師的想法，毫無頭緒。 
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解決方法： 

    老師讓我們欣賞其他人的研究報告，再請各位一一發表意見，意

外地是，我們竟因此突破了考驗。而老師也運用了各種的數學符號，

讓我們輕鬆、簡單地理解等差數列的定義。 

心得收穫： 

     對於獨立研究，應該要擁有對數學的熱情和好奇，才會有想要

完成研究報告的毅力與堅持。 

(三)彙整相關文獻資料 

發覺問題： 

    確定研究主題後，老師開始讓我們在課堂上找一些相關的資

料，並在課堂結束前五分鐘，讓我們說說那堂課找到了哪些有用的

資料，哪些沒用的資料，之後再彙整所有對我們有用的資料，不過

我們發現光是找資料，就花了好幾堂課的時間。 

解決方法： 

    我們決定在家裡就先查好資料，來到學校再一起討論，這樣節

省了許多時間，也有時間可以討論關於本主題的相關定理，效率變

得更好了。 

心得收穫: 

古人曾說：『君子之道，或出或處，或默或語，二人同心，

其利斷金。』在大家同心協力下，可以更快速的求得方向，在課餘

時間思考也可以不讓自己減緩思緒，並且省下其他時間，在討論時，

才能有更多方法，經由組員討論，找到最合適的。 

(四)整理統計資料與資料分析 

發覺問題： 

    一開始在驗證舉出來的例子是正確的，於是用 Excel 當驗證的

工具，不過發現我們都不太會用，打沒幾數字就花了好幾分鐘。 

解決方法： 

    老師看我們打很久，馬上親自教我們程式裡面的一些常用算
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式，並且自己驗證給我們看，這讓我們使用這個程式的速度突飛猛

進。 

心得收穫： 

    我們學到了如何快速使用 Excel 這個文件，另外還有用來打報

告的 Word 程式理面的一些方程式，以及許多電腦的使用方式，在打

報告上，節省了很多時間。 

(五)提出研究成果與討論 

發覺問題: 

撰寫報告時，有時也會意見相左，一言不合之時，導致無法匯

集大家想法及以前的成果，不知如何撰寫報告的我們，又停頓了一

段時間。 

解決方法: 

統整大家意見，並且團結一條心，已打出完美的報告為目標，

共同討論，發現盲點，並且給予修正，分工合作，達成目標。 

心得收穫: 

學會了要尊重對方的想法，接納和自己進度不同的同學，並給

予幫助，不以自我為中心，不管是對於研究，或是對你我的人際關

係，都將有很大的幫助。 

(六)心得省思和未來展望 

    在這項研究中，最重要的不外乎是團隊合作，我們一起跌跌撞撞

的完成了這項考驗，真是一段美好的回憶。由於時間緊迫，來不及尋

找更多的等差(比)數列，未來可繼續研究： 

1. 有沒有其他圖形能排成一個完美的等差數列。 

2. 加入更多樣變化各種形狀的編排，增加內容，使內容不會太過枯

燥乏味，令人無感。 

3. 研究其它不同的數列。 

 

七、參考資料 
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    (一)九九文教基金會第 17 屆 JHMC 國中數學競賽個人賽試題 

    (二)民國 108 年翰林國中數學第四冊第一章數列與級數 

    (三)民國 108 年龍騰高中數學第二冊第一章數列與級數 

    (四)中華民國第 42 屆中小學科學展覽會 國中-數學科 

等差數列外一章 

https://twsf.ntsec.gov.tw/Article.aspx?a=41&lang=1&p=2 

https://twsf.ntsec.gov.tw/Article.aspx?a=41&lang=1&p=2

