
循「次」漸進
~ 利用次方導成公式



研究動機

在練習資優班甄選考古題時，有一題數學題
如下圖(A)，此題目如果利用繪圖或是一般算法
都是非常複雜及高深的，本組想找出只需要利用
一些簡易之方法來討論出答案，所以本組就以這
個為研究主題。

圖(A)取自台中一中97學年度數理資優鑑定試卷



問題探討

①基本類型的數列求出第𝒏項之規律

②常見的例子並加以推導

③三角形經等分點切割後的個數總和之規律

④空間中以平面分割最多幾個區塊之規律



問題① 基本類型的數列求出第𝒏項之規律

1.從數列各項中取公差，直到取出的公差為0

2 ， 3 ， 4 ， 5 ， 6  ……

1   1   1   1

11+1，21+1，31+1，41+1，51+1……

第一層公差0

第𝒏項為n+1



2.從數列各項中取公差，直到取出的公差為0

0 ， 3 ， 8 ， 15， 24……

3    5     7    9

2    2     2                   

12-1，22-1，32-1，42-1， 52-1……

第二層公差0

第𝒏項為𝑛2 − 1



3.從數列各項中取公差，直到取出的公差為0

2 ， 9 ， 28 ， 65 ， 126  ……

7    19    37    61

12   18    24

6     6                

13+1, 23+1, 33+1, 43+1,  53+1 ……
第三層公差0

第𝒏項為𝑛3+1



4.從數列各項中取公差，直到取出的公差為0

1 ， 7 ， 17 ， 31 ， 49 ， 71 ……

6         10        14       18   22

4          4          4         4

12+0，22+3，32+8，42+15，52+24，62+35 ……
此時發現，並無明顯規律，須把0，3，8，15，24，

35…取出再討論

0 ， 3  ， 8  ， 15 ， 24 ， 35……

3        5        7         9       11

2       2         2       2

12-1，22-1，32-1，42-1，52-1，62-1……

第二層公差0

第二層公差0

第𝑛項為2𝑛2-1



問題②常見的例子並加以推導

數列2，4，6，8，10，12，14，16，18，

20......以金字塔方式呈現

2 

4   6

8  10  12       求第n層第k數的公式?

14  16  18  20

例題1

………………



(1)一般的解法：(利用等差觀念)

2，4，6，8，10……成等差數列，且公差為2

第𝒏層第k數共有1+2+3…..+(n-1)+k項

=
𝟏+(𝒏−𝟏) ×(𝒏−𝟏)

𝟐
+ 𝒌 =

𝒏𝟐−𝒏+𝟐𝒌

𝟐
項

第𝒏層第k數 2+
𝒏𝟐−𝐧+𝟐𝒌

𝟐
− 𝟏 × 𝟐=𝒏𝟐 − 𝒏 + 𝟐𝒌



(2)利用次方的解法

取第𝒏層第一數

2 ， 4 ， 8 ， 14 ， 22……

2    4     6     8

2     2     2

12+1，22+0，32-1，42-2， 52-3 ……

第𝒏層第一數：𝒏𝟐+1+(𝒏−1) × (−1)=𝒏𝟐 − 𝒏 + 𝟐

第𝒏層第K數：𝒏𝟐 − 𝒏 + 𝟐 + 𝒌 − 𝟏 × 𝟐

= 𝒏𝟐 − 𝒏 + 𝟐𝒌



求圖(𝑛)共用了幾根火柴棒？

(圖一) (圖二)                     (圖三) (圖四)

例題2



(1)一般的解法:(利用遞迴關係)

𝒂𝟏=4

𝒂𝟐= 𝒂𝟏+8

𝒂𝟑= 𝒂𝟐+12

𝒂𝟒= 𝒂𝟑+16

𝒂𝒏= 𝒂𝒏−𝟏+4𝒏
𝒂𝒏=4+8+12…+4𝒏＝2𝒏𝟐+ 𝒏

𝒂𝒏=
(𝟒+𝟒𝒏)×𝒏

𝟐
＝(𝟐𝒏 + 𝟐) × 𝒏



(2)利用次方的解法
4 ， 12 ， 24 ， 40 ……

8    12    16      

4     4

𝟏𝟐+3，𝟐𝟐+8， 𝟑𝟐+15，𝟒𝟐+24……

此時發現，並無明顯規律，須把3，8，15，
24，……取出再討論

3 ， 8 ， 15 ， 24……

5    7     9

2     2

𝟏𝟐+2，𝟐𝟐+4，𝟑𝟐+6， 𝟒𝟐+8 ……

由上述兩個數列結合可得:

第𝒏項＝𝟐𝒏𝟐+2+(𝒏-1)×2=𝟐𝒏𝟐+2𝒏



在平面中， 𝑛條線段作多可將平
面分割成多少區域？

1條線段 2條線段 3條線段 4條線段

𝒂𝟏 𝒂𝟐 𝒂𝟑 𝒂𝟒

例題三



(1) 一般的解法:(利用遞迴關係)

𝒂𝟏有2(塊)                                         

𝒂𝟐有𝒂𝟏 + 𝟐
𝒂𝟑有𝒂𝟐 + 𝟑
𝒂𝟒有𝒂𝟑 + 𝟒
……

𝒂𝒏 = 𝒂𝒏−𝟏 + 𝒏 = (𝟐 + 𝟐 + 𝟑 +⋯+ 𝒏)

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4

𝒂𝒏 = 𝟐 + (𝟐 + 𝟑 +⋯+ 𝒏)

=2+
(𝟐+𝒏)(𝒏−𝟏)

𝟐

=2 +
𝒏𝟐+𝒏−𝟐

𝟐

=
𝒏𝟐+𝒏+𝟐

𝟐



(2)利用次方的解法:

2 ， 4   ， 7   ， 11

12 + 1 22 + 0 32 + (-2) 42+(-5)

1 1 + (-1) 1+(−1)+(−2) 1 + (-1) + (-2)+(-3)

𝑛2 + 1 + [(−1)+(−2)+…+−(n−1)]= 𝑛2 + 1

=
[−1+− 𝑛+1 ]×(𝑛−1)

2

=   
𝑛2+𝑛+2

2



探討三角形經等分點切割後的個數總和之規律
1.偶數層

邊長為4等分切割有3個等分點，共4層

正立的三角形 個數 倒立的三角形 個數

單位面積1 1+2+3+4

=10個
單位面積1 1+2+3

=6個

單位面積4 1+2+3

＝6個
單位面積4 1個

單位面積9 1+2

＝3個

單位面積16 1個

→此三角形共有42+(1+2+3)+22+1＝27個大小不同的三角形。

例題四

由上述可推論，偶數層三角形中，大小不同的三角形個數總和
為奇數層疊加至該層數的值，加上偶數層之層數平方相加。



表(一) 延伸推廣其他偶數層

2層 4層 6層 8層 10層

22 42 62 82 102

1 1+2+3 1+2+3+4+5 1+2+3+4+…+7 1+2+3+4+…+9

22 42 62 82

1 1+2+3 1+2+3+4+5 1+2+3+4+…+7

22 42 62

1 1+2+3 1+2+3+4+5

22 42

1 1+2+3

22

1

共5個 共27個 共78個 共170個 共315個

因此由上表(一)推導第n個偶數(2n層)共有幾個之通式



(1)一般的解法:(利用∑總和公式)

總和= 22 + 42 + 62 +⋯+ 2𝑛 2 + 1 + 6 + 15 +
…+ 1 + 2 + 3 +⋯+ 2𝑛 − 1

① 22 + 42 +⋯+ 2𝑛 2 = 22 12 + 22 +⋯+ 𝑛2

= 4 ×෍

𝑘=1

𝑛

𝑘2

② a1+a2…+an=෌
𝑘=1

𝑛
2𝑘2 − 𝑘=2෌

𝑘=1

𝑛
𝑘2 −σ𝑘=1

𝑛 𝑘



①＋②= 6෌
𝑘=1

𝑛
𝑘2-σ𝑘=1

𝑛 𝑘=6×
n(n+1)(2n+1)

6
−

𝑛(𝑛+1)

2
=

n n+1

2
﹝2(2n + 1) − 1﹞

=
𝟒𝐧𝟑+𝟓𝒏𝟐+𝒏

𝟐



(2)利用次方的解法
5   ， 27 ， 78   ， 170 ， 315 ……

22        51         92            145

29         41           53

12          12

13+4，23+19，33+51，43+106，53+190……

此時發現，並無明顯規律，把4，19，51，106，190 …取出再討
論
4   ， 19   ， 51   ， 106  ， 190……

15          32    55          84

17         23          29

6           6

13+3，23+11，33+24，43+42，53+65……

此時發現，並無明顯規律，把3，11，24，42，65 …取出再討論
3   ， 11  ， 24  ， 42 ， 65……

8         13        18         23

5          5           5

12+2，22+7，32+15，42+26，52+30……

此時發現，並無明顯規律，把2，7，15，26，40……取出再討論



2   ， 7   ， 15 ， 26 ， 40

12+1，22+3，32+6，42+10，52+15

1，1+2，1+2+3，1+2+3+4，1+2+3+4+5

第n個偶數(2n層)之公式:

2𝑛3 + 2𝑛2 + 1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛

= 2𝑛3 + 2𝑛2 +
1 + 𝑛 𝑛

2
=
𝟒𝒏𝟑 + 𝟓𝒏𝟐 + 𝒏

𝟐



2.奇數層

2.邊長為5等分切割有4個等分點，共5層

正立的三角形 個數 倒立的三角形 個數

單位面積
1

1+2+3+4+5

＝15個
單位面積

1

1+2+3+4

＝10個

單位面積
4

1+2+3+4

＝10個
單位面積

4

1+2

=3個

單位面積
9

1+2+3

=6個

單位面積
25

1+2

=3個

單位面積
36

此三角形共有52+(1+2+3+4)+32+(1+2)+12＝48個大小不同的三角形。

1個

由上述可推論，奇數層三角形中，大小不同的三角形個數總
和為奇數層之層數平方相加，加上偶數層之疊加至該層數的值。



表(二) 延伸推廣其他奇數層

1層 3層 5層 7層 9層

12 32 52 72 92

1+2 1+2+3+4 1+2+3+…+6 1+2+3+…+8

12 32 52 72

1+2 1+2+3+4 1+2+3+…+6

12 32 52

1+2 1+2+3+4

12 32

1+2

12

共1個 共13個 共48個 共118個 共235個



(1)一般的解法:(利用∑總和公式)

總和=﹝12+32+52…+﹙2n-12﹚﹞+3+10+21……

① 12+32…+(2n-1)2=﹝12+22…+(2n-12)﹞-﹝22+42…+(2n-2)2﹞

= -22﹝12+22…+(n-1)2﹞

= -4×

𝑎1+𝑎2…+𝑎𝑛−1= =2 +

𝑎1=3                        𝑎2=3+7

②𝑎3=3+7+11                 𝑎𝑘=3+7+11…+(4𝑘-1) =
(3+4𝑘−1)×𝑘

2
=2𝑘2+𝑘

𝑎1+𝑎2…+𝑎𝑛−1 = =2 +

= -2 +

෍

𝑘=1

2𝑛−1

𝑘2 ෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑘2

෍

𝑘=1

𝑛−1

2𝑘2 + 𝑘 ෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑘2

෍

𝑘=1

2𝑛−1

𝑘2

෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑘

෍

𝑘=1

𝑛−1

2𝑘2 + 𝑘 ෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑘2 ෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑘

෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑘2 ෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑘෍

𝑘=1

2𝑛−1

𝑘2



① + ②

= −2 +

=
2𝑛−1 2𝑛−1+1 2 2𝑛−1

6
− 2 ×

𝑛−1 𝑛−1+1 2 𝑛−1 +1

6
+

n−1 𝑛−1 +1

2

=
𝟒𝐧𝟑−𝒏𝟐−𝒏

𝟐

෍

𝑘=1

2𝑛−1

𝑘2 ෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑘෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑘2



(2)利用次方的解法
1   ， 13  ， 48  ， 118 ， 235……

12        35        70          117

23         35         47

12         12

13+0，23+5，33+21，43+54，53+110……

此時發現，並無明顯規律，把0，5，21，54，110 …         

取出再討論
0   ， 5 ， 21  ， 54 ， 110 ……

5      16        33        56

11      17        23

6          6

13-1，23-3，33-6，43-10，53-15……

第n個奇數(2𝑛 −1層)之公式：2𝑛3−(1+2+…+𝑛) =2𝑛3−
1+𝑛 𝑛

2

=
𝟒𝒏𝟑−𝒏𝟐−𝒏

𝟐



(四)探討空間中以平面分割最多區塊之規律
1.一般的解法

刀數 1 2 3 4

平面中 2 4 7 11

立體中 2 4 8 15

平面中 立體中

a1=2 a1=2

a2=a1+2 a2=a1+
12+1+2

2

a3=a2+3 a3=a2+
22+2+2

2

a4=a3+4 a4=a3+
32+3+2

2

an=an-1+n an=an-1+
(n−1)2+(𝑛−1)+2

2

an=2+(2+3…+n) an=2+
[12+22+⋯+(n−1)2]

2
+

1+2+⋯+(𝑛−1)

2
+
(n−1)×2

2

=2+
(2+n)(n−1)

2
=2+

𝑛2+𝑛−2

2
=
𝑛2+𝑛+2

2
=
𝒏𝟑+𝟓𝒏+𝟔

𝟔



2.利用次方的解法:

1 ， 2 ， 4 ， 8 ， 15 ， 26 ， 42  ， 64……

1   2    4    7    11    16    22

1    2   3    4     5     6

1    1     1    1     1              第三層公差0

03+1，13+1，23−4，33−19，43−49，53−99，63−174，73−279 ……

此時發現，並無明顯規律，把1，1，-4，-19，-49，-99，-174，-279…

取出再討論
1 ， 1 ， −4 ， −19 ， −49 ， −99 ， −174 ， −279……

0    −5    −15   −30    −50  −75     −105

(-5)×0，(-5)×1，(-5)×3，(-5)×6，(-5)×10，(-5)×15，(-5)×21

0    1    1+2  1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+4+5 1+2+3+4+5+6

平面數 0 1 2 3 4 5 6 7

區塊數 1 2 4 8 15 26 42 64



利用遞迴關係可得
a1=1+(-5)×0 a2=a1+(-5) ×1

a3=a2+(-5)×(1+2) a4=a3+(-5) ×(1+2+3)

.......

an=an-1+(−5)×[1+2+3+...+(n−1)]

an=1+(−5)×

=1+(−5)×

=1+(−5)×
1

2
×

𝑛 𝑛−1 (𝑛+1)

3

=
−5𝑛3+5𝑛+6

6

總結上述可的n個平面數最多可切割的區域:

n3+
−5𝑛3+5𝑛+6

6
=
𝒏𝟑+𝟓𝒏+𝟔

𝟔

෍

𝑘=1

𝑛−1

1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑘

෍

𝑘=1

𝑛−1
𝑘 𝑘 + 1

2
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