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方程式
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完美係數



𝒙𝟐+5𝒙-2=0之兩根為𝜶、𝜷
試求出：(1)𝜶𝜷=? (2)𝜶 + 𝜷=? (3)𝜶𝟐+𝜷𝟐=?
sol：由(𝒙-𝜶)(𝒙-𝜷)=𝒙𝟐-(𝜶 + 𝜷)𝒙 + 𝜶𝜷=0
可得知：𝜶𝜷=-2

𝜶 + 𝜷=-5

在老師的翻轉講義學習到
……..「一元二次方程式」



接下來𝜶𝟐+𝜷𝟐，我們利用乘法公式的完全平
方式，自己創造等式來解決。

(𝜶+𝜷)𝟐=𝜶𝟐+𝜷𝟐+2𝜶𝜷
(−5)𝟐=𝜶𝟐+𝜷𝟐+2(-2)

∴𝜶𝟐+𝜷𝟐=29



接著我們想：「若𝜶𝟑+𝜷𝟑是不是也可以創造
恆等式來解決」?

(𝜶 + 𝜷)(𝜶𝟐+𝜷𝟐)=𝜶𝟑+𝜷𝟑+𝜶𝜷𝟐+𝜶𝟐𝜷
= 𝜶𝟑+𝜷𝟑+𝜶𝜷(𝜶 + 𝜷)

(-5)x(29) = 𝜶𝟑+𝜷𝟑+(-2)(-5)
∴𝜶𝟑+𝜷𝟑=-155

所以本組將研究依此類推至 𝜶𝒏+𝜷𝒏



計算時，本組發現要解出 𝜶𝟐+ 𝜷𝟐

必須需要先知道

要解出 𝜶𝟑+ 𝜷𝟑也必須需要先知道𝜶𝟐+ 𝜷𝟐

所以都是承上求來解決下一式的問題，而

且隨著次方越高要利用的恆等式也越來越

複雜，所以在這本組試著想解決的問題

𝜶+𝜷



不利用恆等式來推出𝜶𝒏+𝜷𝒏

𝒙𝟐+5𝒙-2=0之兩根為𝜶、𝜷
由前可知：𝜶𝜷=-2

𝜶 + 𝜷=-5

本組想利用原方程式，換個方式來試試

把原式改造一下 𝒙 𝟐=-5𝒙+2

兩根代入 𝜶𝟐=-5𝜶+2

+ 𝜷𝟐=-5𝜷+2

𝜶𝟐+𝜷𝟐=-5(𝜶 + 𝜷)+4
=(-5)x(-5)+4=29



那 𝜶𝟑+𝜷𝟑該怎麼辦呢?因為原式最高只到2次。
經本組思考後，把原式再同乘一次𝒙

得𝒙 𝟑+5𝒙 𝟐−2 𝒙=0 𝒙𝟑=-5𝒙𝟐+2

兩根代入 𝜶𝟑=-5𝜶𝟐+2𝜶

+ 𝜷𝟑=-5𝜷𝟐+2𝜷

𝜶𝟑+𝜷𝟑=-5(𝜶𝟐+𝜷𝟐)+2(𝜶 + 𝜷)
=(-5)x(29)+2x(-5)
=-155



為了更仔細知道這結果是正確的
本組再以下列的方式來驗證

是否也有相同的結果



再次利用乘法公式的解法
創造式子

(𝜶 + 𝜷)(𝜶𝟑+𝜷𝟑)=𝜶𝟒+𝜷𝟒+𝜶𝜷𝟑+𝜶𝟒𝜷
=𝜶𝟒+𝜷𝟒+𝜶𝜷(𝜶𝟐+𝜷𝟐)

=(-5)x(-155)=𝜶𝟒+𝜷𝟒+(-2)x29

775=(-5)x(-155)=𝜶𝟒+𝜷𝟒-58
∴𝜶𝟒+𝜷𝟒=833



驗證方式：

𝒙𝟐+5𝒙- 2 =0 同乘𝒙𝟐

𝒙𝟒+5𝒙𝟐- 2𝒙𝟐=0

𝒙𝟒=−5𝒙𝟑- 2𝒙𝟐

兩根代入 𝜶𝟒=-5𝜶𝟑+2𝜶𝟐

+ 𝜷𝟒=-5𝜷𝟑+2𝜷𝟐

𝜶𝟒+𝜷𝟒=-5(𝜶𝟑+𝜷𝟑)+2(𝜶𝟐+𝜷𝟐)
=(-5)x(-155)+2x29
=755+58=833



•不利用承上一式的次方，而完成𝜶𝒏+𝜷𝒏，

並找到一個完美係數

•先假設方程式 ，兩根為𝜶、𝜷

•本組陸續用上述方式𝜶 + 𝜷、𝜶𝟐+𝜷𝟐、𝜶𝟑+𝜷𝟑.... 

等多組的結果來觀察是否有一套規則，

進而找到完美係數的規則。

𝒙𝟐 + 𝒂𝒙 + 𝒃=0



1. 𝜶 + 𝜷
𝒙𝟐+𝒂𝒙 + 𝒃=(𝒙 −𝜶)(𝒙 −𝜷)=0
𝒙𝟐+𝒂𝒙 + 𝒃=𝒙𝟐 − (𝜶 + 𝜷)𝒙 + 𝜶𝜷=0
得知：𝜶 + 𝜷=−𝒂

𝜶𝜷= 𝒃
∴𝜶 + 𝜷= −𝒂

2. 𝜶𝟐+𝜷𝟐

𝒙𝟐=− 𝒂𝒙 − 𝒃
𝜶、𝜷 代入 𝜶𝟐 =− 𝒂𝒙 − 𝒃

+ 𝜷𝟐 =− 𝒂𝜷− 𝒃

𝒂𝟐+𝜷𝟐 =− 𝒂 (𝜶 + 𝜷) −𝟐𝒃
=− 𝒂 (− 𝒂) −𝟐𝒃

利用 1 結果：𝜶 + 𝜷=− 𝒂代換

=𝒂𝟐 −𝟐𝒃
∴ 𝜶𝟐+𝜷𝟐=𝒂𝟐 − 𝟐𝒃



•依此類推

𝜶𝟑+𝜷𝟑 𝜶𝟒+𝜷𝟒 𝜶𝟓+𝜷𝟓

𝜶𝟔+𝜷𝟔 𝜶𝟕+𝜷𝟕



資料統整與觀察

𝜶 + 𝜷= −𝒂
𝜶𝟐+𝜷𝟐=𝒂𝟐 − 𝟐𝒃
𝜶𝟑+𝜷𝟑=−𝒂𝟑 +𝟑𝒂𝒃
𝜶𝟒+𝜷𝟒=𝒂𝟒 −4𝒂𝟐𝒃 + 𝟐𝒃𝟐

𝜶𝟓+𝜷𝟓=−𝒂𝟓 −6𝒂𝟒𝒃 + 5𝒂𝒃𝟐

𝜶𝟔+𝜷𝟔=𝒂𝟔 −5𝒂𝟑𝒃 + 9𝒂𝟐𝒃𝟐 −𝟐𝒃𝟑

𝜶𝟕+𝜷𝟕=−𝒂𝟕 +7𝒂𝟓𝒃 − 14𝒂𝟑𝒃𝟐 + 𝟕𝒂𝒃𝟑

觀察：

𝒂的次方 7 5 3 1
(遞減二次方)
𝐛的次方 0 1 2 3
(遞增一次方)



 +  1 0 0 0    

22  +  1 2 0 0    

33  +  1 3 0 0    

44  +  1 4 2 0    

55  +  1 5 5 0    

66  +  1 6 9 2    

77  +  1 7 14 7 0   

預測 
88  +  

1 8 20 16 2   

 



試著驗證𝜶𝟖+𝜷𝟖是否為相對應的規律

𝒙𝟐=− 𝒂𝒙 − 𝒃 同乘𝒙𝟔

𝒙𝟖=− 𝒂𝒙𝟕 − 𝒃𝒙𝟔

𝜶、𝜷 代入 𝜶𝟖 =− 𝒂𝜶𝟕 − 𝒃𝜶𝟔

+ 𝜷𝟖 =− 𝜶𝜷𝟕 − 𝒃𝜷𝟔

𝜶𝟖+𝜷𝟖=- 𝒂(𝜶𝟕+𝜷𝟕)+ 𝒃(𝜶𝟔+𝜷𝟔)

=- 𝒂(−𝒂𝟕+7𝒂𝟓𝒃 − 14𝒂𝟑𝒃𝟐 + 𝟕𝒂𝒃𝟑) −𝒃(𝒂𝟔−𝟔𝒂𝟒𝒃 + 9𝒂𝟐𝒃𝟐 − 𝟐𝒃𝟑)

=𝒂𝟖 −7𝒂𝟔𝒃 − 14𝒂𝟒𝒃𝟐 + 𝟕𝒂𝟐𝒃𝟑 −𝒂𝟔𝒃 + 𝟔𝒂𝟒𝒃𝟐 + 9𝒂𝟐𝒃𝟑 − 𝟐𝒃𝟒

= 𝒂𝟖 −8𝒂𝟔𝒃 + 𝟐𝟎𝒂𝟒𝒃𝟐 − 𝟏𝟔𝒂𝟐𝒃𝟑 + 𝟐𝒃𝟒

∴ 𝒂𝟖 −8𝒂𝟔𝒃 + 𝟐𝟎𝒂𝟒𝒃𝟐 − 𝟏𝟔𝒂𝟐𝒃𝟑 + 𝟐𝒃𝟒

數字為1、8、20、16、2，完全相符



要解決的是𝒂、 𝒃的關係及正負號如何安排

由以上數據可觀察：

(1) 𝒂、 𝒃的安排：𝑎𝑛𝑏0， 𝑎𝑛−2𝑏1， 𝑎𝑛−4𝑏2 ……..

★𝑎每次的指數都遞減2次，從𝑎𝑛開始遞減到𝑎0或𝑎1就結束。
★𝑏則𝑏0指數每次遞增1次，直到有𝑎0或𝑎1出現就結束。
★𝑎、 𝑏的次方和從𝑛， 𝑛-1， 𝑛-2，…….有規律的每次差1次。

(2)正負號的安排：第一項前加(−1)𝑛

第二項前加(−1)𝑛−1

第三項前加(−1)𝑛−2

…….依此類推
由𝛼8+𝛽8來驗證一下： 1、8、20、16、2

(−1)8 𝑎8𝑏0 + (−1)7 x𝑎6𝑏1 + (−1)6 x20𝑎4𝑏2 +(−1)5 x16𝑎2𝑏3 + (−1)4 x2𝑎0𝑏4

= 𝑎8 −8𝑎6𝑏 + 20𝑎4𝑏2 − 16𝑎2𝑏3 + 2𝑏4



▼表(三) 由高次至低次排列 

 +  
1 

0 0 0    

22  +  1 2 0 0    

33  +  1 3 0 0    

44  +  1 4 2 0    

55  +  1 5 5 0    

66  +  1 6 9 2    

77  +  1 7 14 7 0   

88  +  1 8 20 16 2 0  

推出 
99  +  

1 9 27 30 9 0  

 

綜合上述觀察：
𝛼𝑛+𝛽𝑛=−(−1)𝑛x A x 𝑎𝑛−2𝑏1 + (−1)𝑛−1 x B x 𝑎𝑛−2𝑏1 + (−1)𝑛−2 x C x 𝑎𝑛−2b.......

其中A、 B、 C...為所推出的完美係數
利用本組所發現的公式推導出𝛼9+𝛽9



旁徵博引

𝛼9+𝛽9 = −(−1)9x 1 x 𝑎9𝑏0 + (−1)9−1 x 9 x 𝑎9−2𝑏1 + (−1)9−2 x 27 x 𝑎9−4

𝑏2

+(−1)9−3 x 30 x 𝑎9−6𝑏3 + (−1)9−4 x 9 x 𝑎9−8 𝑏4

=−𝑎9 +9a7b − 27 𝑎5 𝑏2 −𝑎9 +30 𝑎3 𝑏3 −9𝑏4

至此表示可推至𝛼𝑛+𝛽
𝑛
，但次方越來越大，很難再利用乘法公式慢慢

驗證，因此，利用巴斯卡三角形係數及二項式定理移項推出本組的方程式，
及驗證上述一的結果。

設𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏=0之兩根為𝛼、𝛽
𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏

=(𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽)
=𝑥2 −(𝛼 + 𝛽) 𝑥 + 𝛼𝛽

∴𝑎=−(𝛼 + 𝛽)
𝑏=−(𝛼 + 𝛽)



經過驗算，本組得出了一個結果

以3次方為例:
巴斯卡三角形(二項式定理)
(𝛼+𝛽)3=𝛼3+3𝛼2𝛽+3𝛼𝛽2+𝛽3

(𝛼+𝛽)3= 𝛼3+ 𝛽3+3𝛼𝛽(𝛼+𝛽)
用𝛼+𝛽=- 𝑎，𝛼𝛽=b代入得:

(−𝑎)3= 𝛼3+ 𝛽3-3ab
𝛼3+ 𝛽3=−𝑎3 +3ab

與本組推導出的結果相同!



在驗證途中，發現推出了巴斯卡三角

形係數及二項式定理，也更加證明了此係

數安排是正確的，可稱為完美，所以本組

稱它為「完美係數」。



在討論主題時因意見分歧而無法定

案。經老師推薦學習到「一元二次方程

式」，但這主題對我們而言，有相當的

難度，是一大挑戰。

本組組員，課後及假日各有課後學習

課程，很難聚集時間討論。因此，我們經

討論及家長協調後，決定以通訊應用軟體

群組討論方式進行。

除了聚集討論的困難外，本組還遇到

了有關工作分配與研究進度等編排問題，

在幾經協調後，總算解決分工及完成進度

等難題。在此，我們學習到溝通協調及團

隊合作的重要。

在進行文書處理時發現，平時容易書

寫的數學算式，卻不知道如何打在電腦上，

所幸得老師指導，學習「方程式編輯器」

才完成難題，使我們多學到一項課外技能。

當本組面對「創造恆等式」卡題無法突

破時，多虧老師的耐心指導。克服難題後，

對數學及獨立研究都有進一步的了解跟興

趣。享受困境中的突破~是成長的喜悅!!





巴斯卡三角形

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1



巴斯卡三角形相互驗證__4次方

(𝜶+𝜷)𝟒=𝜶𝟒+𝟒𝜶𝟑𝜷+𝟔𝜶𝜷𝟐+𝜷𝟐+𝟒𝜶𝜷𝟑+𝜷𝟒……公式

驗算：𝛂𝟒+𝜷𝟒=𝐚𝟒 −𝟒𝐚𝟐𝐛+𝟐𝐛𝟒

a4=α4+𝛽4+4a2b+2𝑏2

［(𝛼+𝛽)］4=𝛼4+𝛽4+［(𝛼+𝛽)］2𝛼𝛽-2(𝛼𝛽)2

(𝛼+𝛽)4=𝛼4+𝛽4+4［𝛼2+2𝛼𝛽+𝛽2］𝛼𝛽-2𝛼2𝛽2

=𝛼4+𝛽4+4𝛼3𝛽+8𝛼2𝛽2］+4𝛼𝛽2 -2𝛼2𝛽2

=𝛼4+4𝛼3𝛽+6𝛼2𝛽2］+4𝛼𝛽2 + 𝛽2



巴斯卡三角形相互驗證__5次方

(𝜶+𝜷)𝟓=𝜶𝟓+𝟓𝜶𝟒𝜷+𝟏𝟎𝜶𝟑𝜷𝟐+𝟏𝟎𝜶𝟐𝜷𝟑+𝟓𝜶𝜷𝟒+𝜷𝟓……公式

驗算：𝛂𝟓+𝜷𝟓= − 𝐚𝟓+ 𝟓𝐚𝟑𝐛 −𝟓𝐚𝐛𝟐

a5=α5+𝛽5 − 5a3b+5𝑏2

−［− (𝛼+𝛽)］5=𝛼5+𝛽5 −［− (𝛼+𝛽)］3𝛼𝛽
+5［ − (𝛼+𝛽)］ (𝛼+𝛽) 2


